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Vorwort des Verfassers.

In diesem Buch entwickle ich die Wahrscheinlichkeitsrechnung als

eine mathematische Disziplin, ohne mich mit ausführlicher Betrachtung

ihrer mehr oder weniger wichtigen Anwendungen zu befassen.

Ohne lange Erwägungen über die Grundlagen der Wahrscheinlich-

keitsrechnung anzustellen, bemühe ich mich, klar die Annahmen auf-

zustellen, welche für die Begründung bekannter Theorien nötig sind,

die dann zu Fragen der reinen Analysis führen, denen mein Buch ge-

widmet ist.

Gleichzeitig vermeide ich nach Möglichkeit überflüssige Annahmen,

auch wenn sie allgemein anerkannt werden; ich vermeide auch zweifel-

hafte Überlegungen, besonders wenn sie in die Form mathematischer

Beweise eingekleidet sind, indem ich in erste Reihe die Genauigkeit

und Strenge der Ausführungen und Schlüsse stelle.

Eine wichtige Rolle spielen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung

wie auch in anderen Teilen der Mathematik • Näherungsformeln. Zu

diesen Formeln muß man Zuflucht nehmen nicht nur in den Fällen, wo
die Entwicklung genauer Formeln unübersteigliche Hindernisse bereitet,

oder diese Formeln ungemein verwickelt sind, sondern auch in den Fällen,

wo die Ausrechnung nach den genauen Formeln zwar einfache aber

äußerst langwierige Rechnungen erfordert.

Zur richtigen Anwendung einer Näherungsformel ist es wichtig,

eine richtige Schätzung ihrer Ungenauigkeit zu besitzen.

Immerhin, wenn man das Ziel der angewandten Mathematik im

Auge hat, kann man nicht gänzlich auf Näherungsformeln verzichten,

die ans einem oder dem anderen Grund ohne Abschätzung ihres Fehlers

bleiben. Derartige Formeln finden sich auch in meinem Buch.

Es ist zu bemerken, daß bei der Anwendung auf Naturwissenschaft

die Frage nach den Ungenauigkeiten der Formeln einen besonderen

Charakter enthält; denn ihre Forschungen befassen sich mit Größen,

die unzweifelhaft nicht vollkommen bestimmt sind, wodurch die Mög-

lichkeit mathematischer Genauigkeit ausscheidet.

Die zweite Auflage unterscheidet sich ein wenig von der ersten.

Ich nahm einige Änderungen und Ergänzungen im Text vor; außerdem



IV Vorwort.

habe ich die Literaturnachweise ergänzt, ohne mir die Aufgabe zu steilen,

eine vollständige Liste aller Arbeiten über Wahrscheinlichkeitsrechnung

zu geben. Ich hielt es auch nicht für überflüssig an das Ende des Buchs
X

2 /*

eine sechsstellige Tafel des Integrals le-^^dt zu stellen, das eine

K^ ./

wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung spielt. Diese Tafel
00

ist aus meinem Buch „Table des valeurs de l'integrale je-^(W entnom-
X

men, wo die Werte dieses letzteren Integrals — ohne den Faktor

J'_ auf elf Dezimalstellen gegeben sind, und wo verschiedene Mittel
]/ti

zu seiner Berechnung angegeben sind, die auch benützt werden. Ich

begnügte mich nicht mit dem einfachen Abdruck früherer Tabellen,

sondern verglich sie mit der Tabelle von Jos. Bukgers „On the de-

X

finite Integrale \ Ce-'^dt, with extended tables of values" (Trans-

actions of the Royal Society of Edinburgh, Vol. XXXIX) und griff im

Fall abweichender Werte auf die elfstellige Tafel zurück. So überzeugte

ich mich von der Notwendigkeit die letzte Stelle einiger Zahlen in der
.r

früheren sechsstelligen Tafel der Werte von ier^Ult um eine Ein-

heit zu ändern, was auch in dieser neuen Tabelle geschehen ist.

Die deutsche Auflage enthält noch drei Abhandlungen aus einer

o-anzen Reihe, die der bemerkenswerten Methode von Bienayme-Tsche-

BYSCHEFF gewidmet sind, welche auf derBetrachtung der mathematischen

Hoffnung verschiedener zusammengesetzter Ausdrücke beruht.

Das Ziel dieser Arbeiten besteht nicht in der Ableitung von ange-

näherten Formeln für die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, son-

dern darin, strenge Beweise zu geben für die fundamentalen Grenz-

theoreme der Wahrscheinlichkeitsrechnung und sie möglichst weitgehend

zu verallgemeinern.

Alupka (Krim), im Dezember 1911.

A. Markoff.



Vorwort des Übersetzers.

Indem der Verfasser sich in aller Klarheit über seine Ziele aus-

spricht, zeigt er damit zugleich, inwiefern sein Werk neben der aus-

führlichen Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Czuber

und dem systematischen Ausbau, den dieses Gebiet der angewandten

Mathematik durch Bruhns erfahren hat, das selbständige Interesse eines

größeren Leserkeises beansprucht.

Daher wird es vollkommen gerechtfertigt erscheinen, der im Jahre

1896 in deutscher Übersetzung (von Friesendorff und Prümm) ver-

öffentlichten Differenzenrechnung hiermit seine Wahrscheinlichkeits-

rechnung (zweite Auflage, St. Petersburg 1908) folgen zu lassen.

Zum Schluß möchte ich nicht versäumen, dem Verlag für die ge-

diegene, so manchen typographischen Schwierigkeiten gewachsene Wie-

dergabe an dieser Stelle meinen Dank auszusprechen.

Heinrich Liebmauu.
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Kapitel I.

Grundlegende Begriffe und Sätze.

§ 1. Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit.

Der Begriff der Wahrsdieinlichkeit ist mit den Fragen verbunden,

auf die wir nur so antworten können: Es muß vorhanden sein

entweder Ä, oder B, oder G . . ., oder F, oder G.

Der Gleichförmigkeit und der Kürze halber verabreden wir, die

als Antwort auf eine Frage eintretenden

A, B, G, ..., F, G

als Ereignisse oder Fälle zu bezeichnen, unabhängig vom Inhalt der

Frage. Sind damit aber Bedingungen verknüpft, bei denen die Frage

eine bestimmte Antwort erhält, so werden wir von einer Probe sprechen.

Wäre diese Verknüpfung bekannt, so wäre bekannt, welches der

Ereignisse

A, B, G, ..., F, G

eintritt. Aber statt dessen sind uns nur einige Bedingungen der Probe

bekannt.

Wir bemerken, daß man die bekannten Bedingungen oft als un-

veränderlich für viele Proben betrachten kann, die unbekannten aber

als veränderlich und die verschiedenen Proben voneinander unter-

scheidend.

Dann werden unsere Urteile, die sich nur auf die bekannten Be-

dingungen stützen, in gleicher Weise für alle Proben gelten, wenn die

Proben auch durchaus verschiedene Ergebnisse zur Folge haben.

Die Ereignisse

A, B, C,...,F,G

nennen wir einzig möglich oder allein möglich, wenn eines von ihnen

ganz bestimmt eintreten muß.
Marko ff-Liebmann: Wahracheinlichkeitsrechnung. 1



Gtundtegende begriffe und Sätze.

Das Einhalten dieser Bedingung ist allerdings unumgänglich not-

wendig dafür, daß unsere Antwort, die in einer Durchzählung der

Fälle besteht, als gültig anerkannt wird.

Wir werden die Ereignisse

Äy JBy (7, • • . , Fy G

unvereinbar nennen, wenn jedes von ihnen die anderen ausschließt, so

daß das gleichzeitige Eintreten irgend zweier von diesen Ereignissen

unmöglich ist.

Diese Ausdrücke erwecken keinen Zweifel, wenn wir auch kein

wirkliches Mittel haben, um die Frage der Verträglichkeit oder Un-

verträglichkeit der Ereignisse in allen Fällen zu entscheiden.

Um den Begriff der Wahrscheinlichkeit als einer Zahl ordnungs-

gemäß aufzustellen, ist noch ein Ausdruck nötig, der freilich nur bei

rein theoretischen Fragen kein Bedenken erregt.

Wir nennen zwei Ereignisse gleichmöglich, wenn gar keine Gründe

vorliegen, eines von ihnen bestimmter als das andere zu erwarten.

Verschiedene Ereignisse nennen wir gleichmöglich, wenn je zwei von

ihnen gleichmöglich sind.

In wohlbekannten theoretischen Fragen steht die Gleichmöglich-

keit der betrachteten Fälle klar vor unserem Verstand; in anderen

machen wir aus, welche Ereignisse gleichmöglich anzurechnen sind.

In praktischen Fragen aber werden wir genötigt, auch solche Fälle

als gleichmöglich anzunehmen, deren Gleichmöglichkeit sehr zweifel-

haft ist.

Wir setzen jetzt voraus, daß die Ereignisse

Ä,By C, ...yF, G .

allein möglich, unvereinbar und gleichmöglich sind. Dann wird Wahr-

scheinliehJmt eines jeden dieser Ereignisse der Bruch genannt, dessen

Zähler der Einheit, dessen Nenner dagegen ihrer Anzahl gleich ist.

Von diesem einfachen Fall gehen wir zu einem verwickeiteren über.

Wir nehmen an, daß die allein möglichen und unvereinbaren

Ereignisse

Äy ByCy...yF, G

nicht gleichmöglich sind, aber in gleichmögliche, die verschiedene be-

sondere Arten von ihnen darstellen, zerlegt werden können. Es seien



§ 1. Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit.

a^, «2^ . . ., a^ die besonderen Arten des Ereignisses Äj

?>i, &2? •••; ^i <iiö besonderen Arten des Ereignisses J5,

^j 7 92 > ' • -y 9ü, die besonderen Arten des Ereignisses G,

so daß bei der Existenz von Ä eines und nur eines der Ereignisse

eingetreten sein muß, bei der Existenz von B eines und nur eines der

Ereignisse

hy hy -y ^^i

usw.

Natürlich sind die Ereignisse

«17 0^27 • • -7 ««7 \^ K " -y ^^7 9iy 92y • • •; 9u>

unvereinbar; außerdem setzen wir voraus, daß sie, wie schon gesagt

wurde, gleichmöglich sind.

Unter diesen Voraussetzungen nennen wir Wahrscheinlichkeiten

der Ereignisse

Ä, B,C,..,G
die entsprechenden Brüche

^ ß. ... « (u

Wir verabreden ferner die Ereignisse

1 7 ^2 y ' ' ' y ^a

bei denen A eintritt, als günstig für A zu bezeichnen, die Ereignisse

\, \, . . ., 5,

als günstig für B usw.-, alle gleichmöglichen Ereignisse aber

«1, «27 • • -7 (^ay K hy • • -7 ^,^7 • • -7 9iy 92y - - y 9a>

werden wir Ereignisse oder Fälle nennen, die die Frage beantworten.

Auf Grund dieser Benennungen können wir unsere Bestimmung der

Wahrscheinlichkeit in folgender Weise formulieren:

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses nennen wir den Bruch, dessen

Zähler die Anzahl der gleichmöglichen und für dieses Ereignis günstigen

Fälle darstellt, dessen Nenner aber die Anzahl aller gleichmöglichen, die

Frage heantwortenden Fälle ist.

Auf diese Definition der Wahrscheinlichkeit sind auch die wei-

teren Ausführungen begründet.

1*



Grundlegende Begriffe und Sätze.

Es verstellt sich, daß die Zurückführung der Ereignisse auf

gleichmögliclie kein vollständig bestimmtes Verfahren bedeutet, sie

läßt im Gegenteil eine beträchtliche Unbestimmtheit zu, sofern wir

die Anzahl der gleichmöglichen Fälle vergrößern können durch weitere

Zerlegung in besondere Arten und auch die Anzahl der gleichmög-

lichen Fälle verkleinern können, wenn wir mehrere Fälle zu einem

vereinigen. Wir können deshalb für die Wahrscheinlichkeit eines

und desselben Ereignisses verschiedene Ausdrücke erhalten. Damit alle

diese Ausdrücke auf dieselbe Zahl führen, muß man den folgenden

Grundsatz streng befolgen:

Zwei Ereignisse sind gleichmöglich, ivenn sie in die gleiche Anzahl

gleichm'öglicher Ereignisse zerfallen; zwei Ereignisse sind nicht gleich-

möglich, wenn sie nicht in die gleiche ÄnzaJd gleichmöglicher Fälle zer-

fallen; für a = ß sind die Ereignisse A und B gleichmöglich, aber für

a> ß oder ß> a sind sie nicht gleichmöglich. Und im Gegenteil:

Wenn zwei gleichmögliche Ereignisse in nicht übereinstimmende An-

zahlen verschiedener Ereignisse zerfallen, dann können diese letzteren

nicht alle gleichmöglich sein.

Bei der von uns aufgestellten Definition tritt die Wahrscheinlich-

keit in Gestalt einer rationalen, zwischen Null und der Einheit gelegenen

Zahl auf. Wir werden aber bei der Definition der Wahrscheinlichkeit

gewisser Ereignisse als Grenzwert der Wahrscheinlichkeit anderer Er-

eignisse irrationale Zahlen einführen. Von der Einführung irrationaler

Zahlen in die Wahrscheinlichkeitsrechnung werden wir in der Folge aus-

führlich sprechen.

Als Grenzwerte der Wahrscheinlichkeit verschiedener Ereignisse

dienen Null und Einheit. Die Wahrscheinlichkeit erreicht den Wert

Eins für Ereignisse die gewiß sind, denen alle Fälle günstig sind, sie

verwandelt sich in Null für unmögliche Ereignisse, denen kein Fall

günstig ist.

Und wir können behaupten, daß die Wahrscheinlichkeit Eins auf

die Gewißheit des Ereignisses hinweist, die Wahrscheinlichkeit Null

aber auf seine Unmöglichkeit, wenigstens dann, wenn diese Wahrschein-

lichkeit durch direkte Berechnung der gleichmöglichen Fälle aufge-

stellt ist.

§ 2. Erläuterung am Urnenscnema.

Um den Begriff der Wahrscheinlichkeit als einer Zahl aufzustellen,

wenden wir uns zu dem folgenden Beispiel, das wir auch weiterhin

brauchen werden.



§ 2. Erläuterung am Urnenschema.

Wir wollen eine Urne nehmen, die a weiße Kugeln Nr. 1, h weiße

Kugeln Nr. 2, c schwarze Kugeln Nr. 1, d schwarze Kugeln Nr. 2 und

weiter keine anderen Kugeln enthält.

Aus dieser Urne wird eine Kugel herausgenommen und die Frage

nach ihrer Farbe oder ihrer Nummer gestellt, oder endlich nach Farbe

und Nummer.

In dem gegebenen Fall besteht die Probe darin, daß man aus der

Urne irgendeine bestimmte Kugel herausnimmt.

Wenn wir diese Kugel gesehen haben, dann können wir auf die ge-

stellte Fraoje eine bestimmte Antwort oreben. Wenn wir aber die heraus-

geholte Kugel nicht gesehen haben und uns nur die oben angegebenen

Umstände bekannt sind, so antworten wir auf die Frage nach der Farbe

der Kugel:

weiß oder schwarz,

indem wir so auf die beiden möglichen Fälle hinweisen; auf die Frage

aber nach der Nummer der Kugeln zählen wir auch zwei Fälle auf:

Nr. 1 und Nr. 2;

endlich besteht unsere Antwort auf die Frage nach Farbe und Nummer
der Kugel in der Aufzählung von vier Fällen:

weiß Nr. 1, weiß Nr. 2, schwarz Nr. 1, schwarz Nr. 2.

Wir verweilen bei dieser Frage und stellen zu allererst fest, daß

unsere Kenntnis nur daraus besteht, daß die Urne, aus der die Kugel

herausgenommen wird, keine anderen Kugeln enthält als weiße und

schwarze mit den Nummern 1 und 2.

Dann sind die von uns aufgezählten unvereinbaren Fälle

weiß Nr. 1 , weiß Nr. 2 , schwarz Nr. 1 , schwarz Nr. 2

nicht nur die allein möglichen, sondern auch die gleichmöglichen; und

dementsprechend wird die Wahrscheinlichkeit eines jeden ausgedrückt

durch den Bruch 1:4. Unter denselben Umständen wird die Wahr-

scheinlichkeit, daß die Kugel weiß ist, gleich 1:2, da ja das Auftreten

einer weißen und einer schwarzen Kugel ebenfalls unvereinbare, einzig

mögliche und gleichmögliche Ereignisse sind.

Wir nehmen jetzt an, daß uns die Ungleichheiten bekannt sind:

a^h> c'> cL

In diesem Fall haben wir Ursache, eine weiße Kugel Nr. 1 eher zu

erwarten, als eine weiße Kugel Nr. 2, wir haben auch Ursache, eine

weiße Kugel Nr. 2 eher zu erwarten als eine schwarze Kugel Nr. 1
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Sind nun also die Ungleichheiten bekannt

a^h> c> d,

so hören die vier Ereignisse

weiß Nr. 1, weiß Nr. 2 , schwarz Nr. 1^ schwarz Nr. 2

auf, gleichmöglich "zu sein.

Wir können sie dann nicht m gleichmögliche zerlegen^ wenn uns

weiter nichts bekannt ist außer den Ungleichheiten

a>b> c> d.

Bei solchen Bedingungen müssen wir auf die Aufstellung der Wahr-

scheinlichkeiten unserer Ereignisse als bestimmter Zahlen verzichten.

Endlich seien uns die Zahlen bekannt:

a, h, c, d.

Wir können dann, um die gleichmöglichen Fälle zu erhalten, die

vier betrachteten Fälle in weitere besondere zu zerlegen.

Zu diesem Zwecke stellen wir uns in Gedanken alle Kugeln durch

neue Zeichen unterschieden vor, z. B. durch weitere ZiflPern.

Wir stellen uns also vor, daß die weißen Kugeln Nr. 1 unterschieden

sind durch die Ziffern

1,2,3,...,«,

die weißen Kugeln Nr. 2 unterschieden durch die Ziffern

a + 1, (X + 2, . . ., a + 6,

die schwarzen Kugeln Nr. 1 unterschieden durch die Ziffern

a-j-6 + 1, a-f?>H-2, ...,a + 5 + c,

und endlich die schwarzen Kugeln Nr. 2 unterschieden durch die Ziffern

a-f-6 + c-l-l, a^h -\- c^'2, . ..,a -^h -\-c^ d.

Nachdem so alle Kugeln von einander unterschieden sind, können

wir die vier betrachteten Ereignisse in

a -\-h -\- c-]- d

Ereignisse zerlegen, deren jedes in dem Auftreten einer Kugel mit

einer bestimmten Zahl

1,2, 3, ..., a-h?> + r4-^



§ 2. Erläuterung am ürnenschema.

besteht. Diese neuen Ereignisse sind gleiclimöglich, da sich ja in der

Urne je eine Kugel mit einer der Ziffern

befindet, und da kein Grund ist, das Auftreten einer dieser Ziffern eher

als das irgendeiner anderen zu erwarten.

Von ihnen sind a Ereignisse, bestehend im Auftreten der Ziffern

1, 2, 3, ..., a

dem Eintreffen einer weißen Kugel Nr. 1 günstig, da sie ja die beson-

deren Fälle dieses letzteren Ereignisses darstellen.

Demnach wird gemäß der Definition die Wahrscheinlichkeit, daß

eine weiße Kugel Nr. 1 erscheint, durch den Bruch ausgedrückt

Aus demselben Grunde wird der Bruch

b^

die Wahrscheinlichkeit für die Entnahme einer weißen Kugel Nr. 2 aus-

drücken, der Bruch

a -\- b -\- c -\- d

wird die Wahrscheinlichkeit der Entnahme einer schwarzen Kugel Nr. 1

ausdrücken, und endlich
d

~aZfY-{-c-\-d

die Wahrscheinlichkeit der Entnahme einer schwarzen Kugel Nr. 2.

Unterscheiden wir aber statt vier Ereignissen nur zwei, von denen

das eine im Auftreten einer weißen Kugel, das andere im Auftreten einer

schwarzen Kugel besteht, dann werden ihre Wahrscheinlichkeiten ent-

sprechend durch die Brüche ausgedrückt

« + ''

und ' + "*

a -{- b -\- c -\- d a -{- b -\- c -\- d

Wir wollen jetzt annehmen, daß zu den früher gegeben Daten noch

eines hinzukommt; es soll nämlich bekannt sein, welche der beiden

Nummern 1 und 2 auf der entnommenen Kugel steht.

Diese neue Angabe ändert die Größe für die Wahrscheinlichkeit,

daß die herausgenommene Kugel weiß ist. Wenn nämlich bekannt ist,
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daß auf der herausgenommenen Kugel die Nummer 1 steht, so müssen

wir auf Grund von Überlegungen, die den früheren ähnlich sind, die

Wahrscheinlichkeit dafür, daß diese Kugel weiß ist, durch den Bruch

ausdrücken

a-[- c

und die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sie schwarz ist, durch den Bruch

c

a-\- c

Wenn aber bekannt ist, daß auf der herausgenommenen Kugel Nr. 2

steht, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß sie weiß ist, durch den Bruch

ausgedrückt

h + d

und die Wahrscheinlichkeit, daß sie schwarz ist, durch den Bruch

d

fe + rf'

Das von uns angeführte Beispiel kann zur Erläuterung des folgen-

den Axioms dienen^):

Unabhängigkeitsaxiom:

Wenn hei bekannten Voraussetzungen die Ereignisse

p,q,r, ...,u,v

gleichmöglich sind und in hemg auf das Ereignis A in günstige und un-

günstige zerlegt werden, so tverden, ivenn zu diesen Voraussetzungen noch

die Angabe des Eintreffens von A hinzuliommty diejenigen Fälle

p, q^r, ..., u, V,

die dem Ereignis A nicht günstig sind, unmöglich, und folglich fallen sie

fort, die übrigen aber hören nicht auf, tvie früher, gleichmöglich zu sein.

Das von uns angeführte Beispiel zeigt auch, daß man bei weitem

nicht in allen Fällen die Wahrscheinlichkeit als eine bestimmte Zahl

betrachten kann.

1) Axiom nennen wir eine solche Annahme, welche, ihrerseits unbewiesen,

als Grundlage unserer Urteile aufgestellt wird.



§ 3. Additionssatz.

Ohne uns bei anderen Beispielen der Nichtexistenz einer bestimmten

Zahl für die Wahrscheinlichkeit aufzuhalten^ wollen wir bemerken, daß

nicht nur die Wahrscheinlichkeitsrechnung sondern auch andere Wissen-

schaften sich mit der angenäherten Bestimmung solcher Zahlen be-

schäftigen, deren Existenz nicht festgestellt ist und nicht mit mathe-

matischer Strenge festgestellt werden kann. Die auf Erfahrung begrün-

deten Wissenschaften trachten freilich nach einem möglichst hohen Grad

der Strenge, ^ber sie können ihrem Wesen nach keine mathematische

Strenge besitzen.

Den empirischen Wissenschaften muß man auch viele Teile der

Wahrscheinlichkeitsrechnung zuteilen.

§ 3. Additionssatz.

Zu den grundlegenden Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

zählen wir nur zwei, die unter den Namen Additionssatz und Multipli-

Icationssatz der Wahrscheinliclikeiten bekannt sind.

Der Beweis dieser Sätze macht keine Mühe, doch ist er verbunden

mit der oben erwähnten Annahme, daß alle Ereignisse auf gleichmög-

liche zurückführt werden können.

Satz von der Addition der Wahrscheinlichkeiten.

Die Wahrscheinlichkeit, daß von unvereinbaren Ereignissen eines ein-

tritt ohne Angabe, welches es sein soll, ist gleich der Summe dieser Wahr-

scheinlichheiten.

Beweis:

Es seien

E^, E^, . . ., Ej^

unvereinbare Ereignisse. Es mögen ferner

C^, G^, . . ., C^

die einzig möglichen, unvereinbaren und gleichmöglichen Fälle bezeich-

nen, von denen m^ Fälle dem Ereignis E^ günstig sind, die übrigen aber

ungünstig, m^ Fälle sind dem Ereignis E^ günstig, die übrigen aber un-

günstig usw. endlich sind m^ Fälle dem Ereignis Ej, günstig, die übrigen

aber ihm ungünstig.

Bei diesen Voraussetzungen drücken sich die Wahrscheinlichkeiten

der Ereignisse

E^j E^, . , ., E,^
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ihrer DefinitioD gemäß, durch die Brüche aus

m^ w^ m,.

n ^ n ^ ^ n

Wegen der Unvereinbarkeit der Ereignisse

sind alle Fälle, die für eines von ihnen günstig ist, für die übrigen die-

ser Ereignisse ungünstig.

Also, wenn wir zu den m^ für E^ günstigen Fällen die m^ für E^

günstigen, die m^ für E^ günstigen usw. hinzunehmen, endlich die m,.

Fälle, welche für JS". günstig sind, so werden unter den auf diese Weise

erhaltenen

m^ + m^ + • • • + w^

Fällen sich keine von derselben Art befinden.

Diese voneinander verschiedenen Fälle, deren Anzahl gleich

m^ -\- 7)12 + • • • + ^w^,

ist, begünstigen das Erscheinen von einem oder dem anderen derEreignisse

<iie übrigen aber von den von uns betrachteten n Fällen

6\ , Cg , . .
. , C^

begünstigen kein einziges der Ereignisse

Ej, J^2, . . ., E^.

Folglich drückt sich die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens eines

der Ereignisse

E^, E^y • ., E/^

ohne Angabe, welches eintreffen soll, gemäß der Definition aus durch

den Bruch
^i 4- w^a H h ^^h

.

n

Wir bemerken schließlich, daß der letztere Bruch der Summe

3. 4. i?^ 4- ^ j -1-3
n n n n

gleich ist, und damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Durch ein dem vorausgehenden ähnliches Schluß-

verfahren erkennt man leicht, daß die Summe der Wahrscheinlichkeiten



§ 3. Additionssatz. H

von Ereignissen^ die nicht unverträglich sind^ einen größeren Betrag er-

gibt, als die Wahrscheinlichkeit, daß eines von ihnen eintritt.

Betrachten wir die Ereignisse

E^, E^j . . .j E^

als verschiedene Arten desselben Ereignisses E, so können wir den Satz

von der Addition der Wahrscheinlichkeiten noch in folgender Weise

ausdrücken

:

Wenn irgendein Ereignis E in mehrere verschiedene Arten zerfällt,

so ist seine Wahrscheinlichheit gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten

aller dieser verschiedenen Arten,

Um den Satz von der Addition der Wahrscheinlichkeiten zu erläu-

tern, wenden wir uns zu dem früheren Beispiel.

Die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens einer weißen Kugel Nr. 1,

einer weißen Nr. 2, einer schwarzen Nr. 1, einer schwarzen Nr. 2 hatten

wir durch die Brüche ausgedrückt

a h c d

Vereinigt man die beiden ersten dieser Brüche, so erhält man als

Summe den Bruch
a-\-h

« + 6 -f- c + rf
^

der gleich der Warscheinlichkeit ist, daß eine weiße Kugel Nr. 1 oder

eine weiße Kugel Nr. 2 auftritt, d. h. die Wahrscheinlichkeit, daß die

herausgenommene Kugel weiße Farbe hat.

In gleicher Weise bedeutet

a c a-\-c

a -j- &~-f c + d "^
^-f h --Pc 4^^ ^ a + h -fc'^d

die Wahrscheinlichkeit, daß auf der herausgenommenen Kugel die Num-
mer 1 steht.

Aus dem Satz über die Addition der Wahrscheinlichkeiten kann

man auch zum folgenden Satz gelangen:

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten von allein möglichen und ein-

ander ausschließenden Ereignissen ist der Einheit gleich.

Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich unmittelbar über-

zeugen, um ihn aber aus dem Satz von der Addition der Wahrschein-

lichkeiten abzuleiten, genügt die Bemerkung, daß das Eintreten eines
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Ereignisses von den allein möglichen Ereignissen ein notwendiges Er-

eignis ist^ dessen Wahrscheinlichkeit also der Einheit gleich ist.

Besonders wichtig ist der Fall zweier allein möglicher und unver-

träglicher Ereignisse; solche Ereignisse werden wir entgegengesetzt nennen.

Jedem Ereignisse A entspricht ein entgegengesetztes, das aus dem

Nichteintreten des ersten A besteht.

Im vorigen Beispiel sind es die weiße und die schwarze Farbe der

herausgenommenen Kugel. Dem Auftreten einer weißen Kugel Nr. 1

aber ist entgegengesetzt das Auftreten einer schwarzen Kugel oder einer

weißen Kugel Nr. 2.

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten zweier entgegengesetzten Er-

eignisse ist der Einheit gleich; hat man also die Wahrscheinlichkeit p
eines von beiden, so erhält man die anderen g, indem man die des

ersten von der Einheit abzieht:

Wenn das Ereignis A gewiß ist, so ist das entgegengesetzte un-

möglich; dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A der Einheit

gleich, die des ihm entgegengesetzten aber der Null gleich. Wenn aber

das Ereignis A unmöglich ist, dann ist das ihm entgegengesetzte gewiß;

dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A gleich Null und die

des entgegengesetzten der Einheit gleich.

Je näher die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses der Einheit ist,

desto mehr haben wir Grund, das Eintreffen eines solchen Ereignisses

zu erwarten und das entgegengesetzte nicht zu erwarten.

In Fragen praktischer Art können wir gezwungen sein, Ereignisse,

deren Wahrscheinlichkeit der Einheit mehr oder weniger nahe kommt,

als gewiß zu betrachten, und Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit klein

ist, als unmöglich.

Dementsprechend besteht eine der wichtigsten Aufgaben der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung darin, solche Ereignisse ausfindig zu machen,

deren Wahrscheinlichkeiten der Einheit oder der Null nahe kommen.

§ 4. Satz von der Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten.

Die WahrscJiemlichJceit, daß zwei Ereignisse zusammentreffen, ist

gleich dem Produkt aus der Wahrscheinlichlceit des einen und der des

anderen, wobei diese unter der Voraussetzung berechnet ist, daß das erste

stattfindet.
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Beweis.

Es seien von den allein möglichen unverträgliclien und gleichmög-

liclien Fällen

die ersten % der Fälle:

einem Ereignis Ä günstig, die übrigen aber ihm ungünstig.

Ferner seien von den Fällen

die ersten m Fälle

Ol, O2, . . ., G„^

einem anderen Ereignis B günstig, die übrigen aber ihm ungünstig.

Bei diesen Bedingungen wird die Wahrscheinlichkeit des Ereig-

nisses A ausgedrückt durch den Bruch

Wenn aber das Auftreten von A bekannt ist, dann wird die Wahr-

scheinlichkeit von B durch den Bruch ausgedrückt

da ja beim Auftreten des Ereignisses A die Fälle

unmöglich sind, die Fälle

Ol, O2, . . ., C^^

aber wie früher als gleichmöglich übrig bleiben.

Endlich wird die Wahrscheinlichkeit des Eintretens beider Ereig-

nisse A und B durch den Bruch ausgedrückt

m
^n '

denn es treten beide Fälle A und B nur ein in den Fällen

Ol, Og, . . ., 0^.

Beachten wir, daß der Bruch

: gleich ist dem Produkt

n m.
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so dürfen wir den Satz von der Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten

als bewiesen annehmen.

Als Erläuterung kann das erste Beispiel dienen.

In diesem Beispiel war die Rede von einer Kugel, die aus einer Urne

genommen wurde, welche a weiße Kugeln Nr. 1, h weiße Kugeln Nr. 2,

c schwarze Kugeln Nr. 1, d schwarze Kugeln Nr. 2 und keine weiteren

Kugeln enthält.

Unter der Voraussetzung, daß die Zahlen a, 6, c, d gegeben sind,

stellten wir für die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer weißen Kugel

den Betrag fest

a-\- b 4- c-{- d

Ferner drückt sich die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer

Kugel Nr. 1 durch den Bruch aus:

a -\- c

aber die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer Kugel Nr. 1 wird, wenn

bekannt ist, daß sie weiß ist, durch den Bruch ausgedrückt

Multiplizieren wir den letzten Bruch mit {a-\-V) : {a -\- h -\- c -\- d) y.

so erhalten wir den Betrag:

a-\-h a a

der der Wahrscheinlichkeit gleich ist, eine weiße Kugel Nr. 1 zu ziehen.

Denselben Betrag a : {a -{- h -{- c {• d) erhalten wir, wenn wir den

Bruch
« + c

a-\-h-\-c~-^'d^

der die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, daß eine Kugel Nr. 1 gezogen

wird, mit dem Bruch
a

a -j- c

multiplizieren, der bei der Annahme, daß auf der gezogenen Kugel die

Nummer 1 steht, die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, daß sie von weißer

Farbe ist.

Wir halten es nicht für überflüssig, den Satz von der Multiplikation

der Wahrscheinlichkeiten durch die Formel auszudrücken

{AB) = {Ä)(B,Ä)=^(B){A,B), (2)
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wobei (AB) die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Eintretens der

beiden Ereignisse Ä und B bedeutet, (Ä) und (B) entsprechend die Wahr-
scheinlichkeiten der Ereignisse Ä und B^ {B, A) die Wahrscheinlichkeit

des Ereignisses B, wenn der Tatbestand A bekannt ist, und (J., B) die

Wahrscheinlichkeit von A, wenn bekannt ist, daß B eingetreten ist.

Der Satz von der Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten kann in

folgender Weise auf den Fall mehrerer Ereignisse ausgedehnt werden.

Ordnen ivir mehrere Ereignisse in eine helichige Folge und nehmen

die Wahrscheinlichheit eines jeden von ihnen unter der Voraussetzung, daß

die vorhergehenden stattfinden., so drückt das Produkt aller dieser Wahr-

scheinlichkeiten die Wahrscheinlichkeit aus, daß alle betrachteten Ereig-

nisse zugleich eintreten.

Dementsprechend können wir die Formel hinschreiben

(E,E, . . ., E,) = {E,) (E,, E,){E„ E,E,), . .
.,

{E„ E„E, . . ., E,_,),

worin {E^E^ ... E^) die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Ein-

treffens aller Ereignisse E^, E^, ..., E^ bedeutet, das Symbol

(Ej) bedeutet die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E^, und unter

(-E., E^E^ ... E._^) endlich für ^ = 2, . . . , ^ verstehen wir die Wahr-

scheinlichkeit des Ereignisses E^, wenn uns bekannt ist, daß die Ereig-

nisse E^^j E^, . . ., E._^ eingetreten sind.

Zu der angegebenen Verallgemeinerung des Satzes von der Multi-

plikation der Wahrscheinlichkeiten können wir gelangen, wenn wir der

Reihe nach von dem Fall zweier Ereignisse zu dem Fall dreier Ereig-

nisse übergehen, vom Fall dreier Ereignisse zum Fall von vier Ereig-

nissen usw.

In Erläuterung des Gedankenganges genügt es zu zeigen, in welcher

Weise der Fall dreier Ereignisse aus dem Fall zweier Ereignisse abge-

leitet wird; auf ähnliche Weise wird dann der Fall von vier Ereignissen

aus dem Fall dreier Ereignisse abgeleitet usw.

Wenn also die drei Ereignisse

^1, E^j E^

eintreten, so müssen notwendig zwei von ihnen eintreffen.

Betrachten wir ferner das Eintreffen zweier Ereignisse E^ und E^
als ein Ereignis F, dann wird das Eintreten der Ereignisse E^y E^, E^
identisch sein mit dem Eintreffen der zwei Ereignisse F und E^ .

Wir können deshalb, indem wir zweimal den Multiplikationssatz

der Wahrscheinlichkeiten auf den schon betrachteten Fall zweier Ereig-

nisse anwenden, die beiden Gleichungen aufstellen
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und

{E,E,)=^{E,){E„E,),

aus denen wir sofort ableiten

{E,E,E,) = {E,){E„ E,){E„ E,E,).

Der Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten vereinfacht sich

in einem wichtigen Fall, wenn es sich um unabhängige Ereignisse handelt.

Verschiedene Ereignisse

E^, E2, . . .j Ef.

nennen wir von einander unabhängig , wenn die Wahrscheinlichkeit für

jedes nicht vom EintreiBPen oder Nichteintreffen der übrigen abhängt,

so daß keine Angabe über das Eintreffen oder Nichteintreffen einiger

der Ereignisse

E^, E2, . ,-., Ef^

die Wahrscheinlichkeit der übrigren ändert.

Wenn die Ereignisse

E„E,,...,E,

nicht voneinander abhängen^ so fällt die Wahrscheinlichkeit für jedes,

wenn die vorhergehenden eingetroffen sind, in Hinblick auf den Satz zu-

sammen mit der Wahrscheinlichkeit desselben Ereignisses, die bestimmt

ist, unabhängig vom Eintreffen oder Nichteintreffen des anderen.

Wendet man dementsprechend den Multiplikationssatz der Wahr-
scheinlichkeiten auf unabhängige Ereignisse an, so kann man ihm den

folgenden einfacheren Ausdruck verleihen: Die Wahrscheinlidikeit des

gleichzeitigen Eintreffens mehrerer unabhängiger Ereignisse ist dem Pro-

duM ihrer Wahrscheinlichkeiten gleich.

Anmerkung 1. Der Begriff unabhängiger Ereignisse kann in den

wohlbekannten theoretischen Fragen für ganz klar gelten; in anderen

Fragen freilich kann dieser Begriff sich völlig verdunkeln, zugleich mit

der Verdunkelung des zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsbegriffes.

Anmerkung 2. In vielen Fällen kann die Abhängigkeit oder Un-

abhängigkeit der Ereignisse von einander nicht durch diese Ereignisse

allein bedingt sein, sondern auch durch die Voraussetzungen, unter denen

ihre Wahrscheinlichkeiten betrachtet werden.

Solche Fälle werden im sechsten Kapitel angeführt.
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Kapitel IL

Von der Wiederholung der Proben.

§ 5. Abhängige und unabhängige Proben. Serien.

Eine wichtige Aufgabe der Wahrscbeinlichkeitsreclinuug besteht

in der Betrachtung der möglichen Ergebnisse mehrfacher Proben, wobei

jedesmal ein Ereignis E eintreten kann.

Wir woUen diese Proben voneinander unterscheiden durch die

Nummern
1,2,3,...

und wir werden für eine jede mit dem Buchstaben F das zu E ent-

gegengesetzte Ereignis bezeichnen.

Beschränken wir uns zuerst auf zwei Proben, so können wir vier

Fälle unterscheiden:

EE, EF, FE, FF.

Der erste FaU besteht darin, daß das Ereignis E bei beiden Proben

eintritt, der zweite darin, daß E bei der ersten Probe eintritt, aber bei

der zweiten nicht usw.

Bevor wir an die Betrachtung der Wahrscheinlichkeiten der von

uns angegebenen vier Fälle gehen, stellen wir den Begriff der unab-

hängigen Proben auf, mit denen wir uns auch ausschließlich beschäftigen

werden.

Wir nennen verschiedene Proben unabhängig in bezug auf das Er-

eignis Ey wenn die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E bei jeder Probe

von den Resultaten der übrigen nicht abhängt.

Wir wollen annehmen, daß je zwei Proben unabhängig sind und mit

p^ die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, das E zuerst eintritt, mit p^ die

Wahrscheinlichkeit, daß E an zweiter Stelle eintritt.

Dann wird die Wahrscheinlichkeit, daß F zuerst eintritt, durch

\ — Pi ausgedrückt, welchen Bruch wir mit g^ bezeichnen wollen; die
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Wahrscheinlichkeit aber, daß F an zweiter Stelle eintritt, wird durch

l — P2 ausgedrückt, welche Zahl wir mit ^2 bezeichnen.

Bei diesen Voraussetzungen und mit diesen Bezeichnungen finden

wir nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten für die oben-

genannten vier Fälle

EE, EF, FE, FF

entsprechend die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

PiP2yPi^2 7 ^iP2y (LAi-

Betrachtet man ferner den zweiten und dritten Fall als besondere

Arten eines Ereignisses, das in dem einmaligen Eintreffen des Ereig-

nisses E besteht, so folgt, daß die Wahrscheinlichkeit des einmaligen

Eintreffens von E bei zwei aufeinander folgenden Proben durch die

Summe ausgedrückt wird:

Unterscheidet man also bei den Proben drei Fälle, von denen der

erste im zweifachen Auftreten von E, der zweite im einmaligen Auf-

treten und der dritte im gänzlichen Ausbleiben von E besteht, so findet

man für diese Fälle folgende Wahrscheinlichkeiten:

PlPi, P1Q2 -\-QlP2> ^lQ2'

Wir bemerken, daß diese drei Zahlen die Koeffizienten von |^,|,|^

in der Entwicklung des Produkts

iPl^ + (il)(P2^ +^2)

; nach Potenzen der willkürlichen Zahl h, darstellen.

Man kann auch leicht sehen, daß die Summe der von uns gefun-

denen Wahrscheinlichkeiten

PiP2,PlQ2 + QlP2y ^1^2

die Einheit ergibt, wie das auch sein muß für die Wahrscheinlichkeiten

allein möglicher und unverträglicher Ereignisse.

Wenden wir uns zu den dreifachen Proben, so können wir acht

Fälle unterscheiden, die wir, ähnlich wie die vorigen vier, so darstellen:

EEE, EEF, EFE, FEE, EFF, FEE, FEE, FFF.

Wenn wir dreifache unabhängige Proben betrachten, so nehmen wir

zu den früheren Bezeichnungen

Pl^ai, P2y(l2y
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die sich auf die beiden ersten Proben beziehen, entsprechend noch die

Bezeichnungen hinzu

für die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse E und F bei der dritten

Probe.

Unter diesen Bedingungen drücken sich die Wahrscheinlichkeiten

der oben angegebenen acht Fälle auf Grund des Satzes von der Multi-

plikation der Wahrscheinlichkeiten durch die Produkte aus

P1P2PS, PiP2Q3^ Pi^hPi^ Q.dhlhy PA^lzi QiPiflöy QiMhy 9iQ'2%'

Ferner können wir den zweiten, dritten und vierten Fall als be-

sondere Arten eines Ereignisses betrachten, das in dem zweifachen Auf-

treten des Ereignisses E besteht; ebenso können wir den fünften, sechsten

und siebenten Fall als besondere Arten eines Ereignisses auffassen, das

in dem einmaligen Auftreten von E besteht.

Wir finden dann mit Hilfe des Additionssatzes der Wahrscheinlich-

keiten, daß bei einer dreifachen Probe die Wahrscheinlichkeit des zwei-

maligen Eintreffens des Ereignisses E und des einmaligen des entgegen-

gesetzten durch die Summe ausgedrückt wird

P^Pi^s \-Pi<l2Pi -\-QiP2Pb'i

die Wahrscheinlichkeit aber, daß das Ereignis E einmal und das ent-

gegengesetzte zweimal eintritt, wird durch die Summe dargestellt:

Pia2^3 + Q1P2Q3 -^Ql^iPi'

Unterscheiden wir also bei einer dreifachen Probe vier Fälle, von

denen der erste im dreimaligen Eintreffen des Ereignisses E, der zweite

im zweimaligen, der dritte im einmaligen Eintreffßn besteht, der vierte

aber im Ausbleiben des Ereignisses E, so finden wir für diese Fälle ent-

sprechend folgende Wahrscheinlichkeiten:

PlP2lh> PlP2^3 + Pi^hlh + QdhPä,

Pi Q2 ^3 + Q1P2 ^3 + ^hmh ; ^1 ^2 ^3 •

Wir bemerken, daß die von uns erhaltenen vier Zahlen den Koeffi-

zienten von 1^, 5^ ly 1^ in der Entwicklung des Produktes

nach Potenzen der willkürlichen Zahl ^ gleich sind; ihre Summe aber

ergibt Eins.
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Bevor wir zu den allgemeinen Formeln für eine beliebige Zabl un-

abhängiger Probeserien übergehen, wollen wir durch ein besonderes Bei-

spiel den Unterschied zwischen abhängigen und unabhängigen Proben

erläutern.

Wir wollen annehmen, daß wir der Reihe nach verschiedene Kugeln

aus einer Urne ziehen, welche a weiße und h schwarze Kugeln und weiter

keine Kugeln enthält.

Betrachten wir ferner das Ziehen jeder Kugel als eine bestimmte

Probe, so sind soviel Proben zu unterscheiden, als wir Kugeln ziehen.

Jede Probe führt zum Auftreten einer bestimmten Kugel; die weiße

Farbe der Kugel nennen wir das Ereignis E und die schwarze das Er-

eignis F.

Wir unterscheiden jetzt zwei Voraussetzungen.

Zuerst nehmen wir, damit der Fall unabhängiger Proben eintritt,

an, daß jede gezogene Kugel sogleich in die Urne wieder zurückgelegt

wird, damit die Zahl sowohl der weißen wie der schwarzen Kugeln in

der Urne unverändert bleibt.

Dann behält die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E für jede

Probe ein und dieselbe Größe

a-\-b^

unabhängig von den Ergebnissen der früheren Proben, da wir jede Kugel

aus einer Urne entnehmen, welche a weiße und h schwarze Kugeln

enthält.

Wir gehen jetzt zu der zweiten Voraussetzung über, wobei die von

uns betrachteten Proben nicht mehr unabhängig sind; wir nehmen näm-

lich an, daß die gezogenen Kugeln nicht wieder in die Urne zurückgetan

werden. Bei dieser Voraussetzung behält die Wahrscheinlichkeit des

Ereignisses E für jede Probe die frühere Größe bei

«4-5

solange, als die übrigen Ergebnisse unbekannt bleiben. Man kann aber

leicht bestimmen, wie diese Wahrscheinlichkeit sich ändert gemäß der

Kenntnis einiger Proben.

Wenn z. B. bekannt ist, daß eine weiße Kugel gezogen wurde, so

wird die Wahrscheinlichkeit, daß eine zweite weiße Kugel gezogen wird,

durch den Bruch ausgedrückt
g—

1

a-fT^ — i^
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denn diese zweite Kugel gehört ja zu einer Gesamtheit von a -\-l) — \

Kugeln, die a — 1 weiße und h schwarze Kugeln enthält. Wenn aber

bekannt ist, daß eine schwarze Kugel gezogen wurde, so wird die Wahr-

scheinlichkeit, daß irgendeine zweite von uns gezogene Kugel weiß ist,

durch den Bruch

«+ 6 — 1

ausgedrückt; denn diese zweite Kugel muß ja zu einer Gesamtheit von

a + 6 — 1 Kugeln gehören, welche a weiße und & — 1 schwarze Kugeln

enthält.

Überhaupt aber, wenn bekannt ist, daß unter den von uns gezogenen

Kugeln sich a weiße und ß schwarze befinden, so wird für jede übrige

die Wahrscheinlichkeit, daß sie weiß ist, durch den Bruch

a+&— a—

^

ausgedrückt ; denn dieseKugel muß ja zu einer Gesamtheit von a-^h—a— ß

Kugeln gehören, welche a— a weiße und l — ß schwarze Kugeln enthält.

§ 6. Allgemeine Serienformel.

Wir kommen jetzt auf die allgemeinen Formeln.

Satz. Wenn für die n unabhängigen Frohen, die wir von einander

dweh die Nummern
1,2,3,...,^ .

unterscheiden y die Wahrscheinlichheiten des Ereignisses E entsprechend

durch die Zahlen

ausgedrücU werden, so wird die Wahrscheinlichheit, daß das Ereignis E
hei einer solchen Serie von n Proben m-mal eintritt und nicht mehr,

durch den Koeffizienten von l'" in der EntwicMung des Produktes

nach Potenzen der willkürlichen Zahl l ausgedrücU; dabei ist

g'i
= 1 —Pu ^2 = 1 --P2; • • •; ^„ = 1 -Pn-

Um uns mit den Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung ver-

traut zu machen, geben wir zwei Beweise dieses Satzes.
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Erster Beweis.

Das Ereignis, dessen Walirscheinliclikeit wir suchen, und das im

m- maligen Eintreffen von E bei n Proben besteht, kann in verschiedene

unvereinbare Arten zerlegt werden. Jede dieser Arten besteht im Ein-

treffen von E bei m bestimmten Proben und im Ausbleiben von E bei

den n — m übrigen Proben.

Die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis E bei m bestimmten Proben

eintritt und bei den übrigen n— m Proben nicht eintritt, wird nach dem

Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten ausgedrückt.

Es wird nämlich kraft dieses Satzes die Wahrscheinlichkeit, daß

das Ereignis E bei den mit den Nummern

bezeichneten Proben eintritt, bei den n — m übrigen aber nicht, durch

das Produkt

ausgedrückt, wobei

ßlß, k-n,

die Nummern der übrigen Proben sind. Wir bemerken, daß das Produkt

aus dem Produkt

^1^2 ••• ^«

erhalten werden kann durch Einsetzung der Faktoren

für

^a^y Q.a^y ' ' • ^am '

Bestimmt man die Wahrscheinlichkeiten einer jeden der von uns

erwähnten Arten und addiert sie gemäß dem Satz von der Addition der

Wahrscheinlichkeiten, so erhält man die gesuchte Wahrscheinlichkeit,

daß das Ereignis E m-mal eintritt.

Es wird daher die Wahrscheinlichkeit, daß bei den von uns betrach-

teten n Proben das Ereignis E m-mal eintritt, durch die Summe aller

Produkte ausgedrückt, die man aus dem einen

erhalten kann, wenn man an m Stellen den Buchstaben q mit p ver-

tauscht.



24 Von der Wiederholung der Frohen.

Dieselbe Summe ergibt bekanntlich der Koeffizient von 5"* in der

Entwicklung des Produktes

nach Potenzen der willkürlichen Zahl |.

Auf diese Art ist der Satz bewiesen.

Zweiter Beweis.

Wir verstehen unter dem Buchstaben Ic eine beliebige der Zahlen

l,2,...,w

und unter dem Buchstaben i eine beliebige der Zahlen

0,1,2,...,/;
und bezeichnen mit

K^
die Wahrscheinlichkeit, daß unter den mit 1 , 2, . .

.
, ä: bezifferten 1: Proben

das Ereignis E ^-mal eintritt.

Wir setzen ferner mit Einführung der willkürlichen Zahl l

und betrachten die Reihe der Funktionen

9i®; 92©> •••; 9n-i(ö; 9^«® •

Die erste Funktion (p^{l) ist offenbar gleich

Die übrigen kann man der Reihe nach auf Grund der allgemeinen

Formel

aufstellen, die wir sogleich beweisen werden.

Um das Ziel zu erreichen, erläutern wir die Beziehung zwischen

wobei
0<i</c-f-l,

und wenden unsere Aufmerksamkeit auf die Gleichungen

Wenn
< i < Ä: + 1
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so kann man das Ereignis, dessen Wahrscheinliclikeit mit dem Symbol

P

bezeichnet ist, in zwei Arten zerlegen gemäß seiner Abhängigkeit vom
Resultat der Ic -\- 1*®^ Probe, die begleitet werden kann vom Eintreffen

oder Nichteintreffen des Ereignisses E.

Wenn bei der h + 1*®" Probe das Ereignis E stattfindet, so muß E,

damit die Gesamtzahl der Treffer bei den mit den Nummern

bezeichneten Proben gleich i wird, bei den mit den Nummern

\,2,...,h

bezeichneten Proben i— 1-mal eintreffen. Wenn aber das Ereignis E
bei der ^ -f-

1*®" Probe nicht eintritt, so muß, damit die Gesamtzahl der

Treffer bei den mit den Nummern

l,2,...,l,h + l

bezeichneten Proben gleich i wird, das Ereignis bei den mit den Nummern

1,2, ...,/.•

bezeichneten Proben i-mal stattfinden.

Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten wird die

Wahrscheinlichkeit der ersten Art durch das Produkt ausgedrückt

und die der zweiten Art durch das Produkt

Folglich ist, kraft des Satzes von der Addition der Wahrscheinlich-

keiten

-^»,4 + 1 =Ä- + l^t-l,ifc + Q.k + \-^i,k-

Was die Gleichungen

^k-\-l,k^-l"^ Pk^.\^k,k ^^^ -^o,* + i
"= 9'ä + i-^o,ä

betrifft, so bedarf man zu ihrer Ableitung nur des Muliplikationssatzes

der Wahrscheinlichkeiten.

In der Tat kann man das Ti + 1 -malige Eintreffen von E bei den

ersten ä; -f 1 Proben als das Bestehen zweier Ereignisse, in denen das

erste in dem Eintreffen von E bei der li + l**"" Probe besteht und die
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Wahrscheinliclikeit p^^^ hat, und deren zweites im it- maligen Ein-

treffen von E bei den h ersten Proben besteht und die Wahrscheinlich-

keit P^
f^
hat. Deswegen muß das Produkt

die Wahrscheinlichkeit ausdrücken, daß das Ereignis E bei den ersten

k+1 Proben /b + 1-mal eintritt, und diese Wahrscheinlichkeit wurde

mit dem Symbol P;t + i,^. + i
bezeichnet. Dagegen drückt das Produkt

Qk + l-^0,k

die Wahrscheinlichkeit aus, daß das Ereignis E bei der k + 1*^" Probe

nicht stattfindet und auch nicht einmal bei den k ersten Proben auftritt;

diese Wahrscheinlichkeit aber fällt mit der Wahrscheinlichkeit zusam-

men, daß E bei den Ä; + 1 ersten Proben überhaupt nicht eintritt.

Wendet man die von uns nachgewiesenen Formeln auf jeden Koeffi-

zienten des Ausdrucks

<?...«) = A,*+i + ^.,.+1? + ^2,*+^^' + • • • + ^'+^ *-^^'^'

an, so erhält man

Vk+S) = ^k+iPo,k + Qk+iPi,k^ + • • • + qk+iPk,k^'

+ Pk + iPo.k^ + • • • +Pk^iPk-uk^'-^Pk + iPk,^^''''^

woraus wir sofort ableiten

woraus sich die oben angegebene P'ormel

(5P, +i® = fe + i5 + ^. + i)9'Ä®

ergibt, da wir ja nach den oben angenommenen Bezeichnungen haben

Po,k + A,.S + ^2,k^' + • • • + Pk,k^' - 9^k(i)'

Setzen wir k der Reihe nach gleich

1, 2, 3, ...,^^-l,

so erhalten wir die Reihe der Gleichungen:

g^S) = fei + ^2) ^i(^) - feS + 52) OJ + ^1)

;

g^3Ö) = fel + ^3)<]P2(5)

(Pn(i)-{Pni-^^Jn)9>n-A^)>
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woraus wir durch Multiplikation, oder einfach der Reihe nach durch Ein-

setzen, die Formel erhalten:

9„(ö = (!>J + ad (ft I + &)••• {P,X + in) , (3)

die dem Satz äquivalent ist.

§ 7. NEWTON sehe Formel.

Wir wollen bei einem besonderen Fall des von uns bewiesenen

Satzes verweilen: nämlich bei dem Fall, daß die uns bekannten Be-

dingungen für alle Proben dieselben sind, und daß dementsprechend alle

Wahrscheinlichkeiten

ein und dieselbe Größen haben, „die„-wir «iirfaeh-fflü-dem Buchstaben

p bezeichnen. Dann verwandelt sich das Produkt

(i>i? + ^i) (ä>? + gg) • • • (i'J + O
in die Potenz des Binoms

•dabei ist

q= 1 -p.

Dann haben wir, nach einer bekannten Formel von Newton

p = ;^j_2^j^-Jl pmgn-m /^\

So drückt sich die Wahrscheinlichkeit aus, daß hei n unabhängigen

Proben das Ereignis E m-mal eintritt^ wenn bei jeder Probe für sich die

Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses gleich p ist.

Den durch die Formel (4) bestimmten Ausdruck P^^„ wollen wir

für alle möglichen Werte von m betrachten.

Wir erhalten so die Zahlenreihe

P = o'' P = — t7r7«-l P = ^*^-~i^- l)2^«-2 p ^^n

die folglich die Wahrscheinlichkeiten darstellen, daß die Zahl des Ein-

treffens von E bei n Proben die Werte hat:

0,1,2, ...,».

Bei willkürlich gegebenen Größen p und n wollen wir uns die Auf-

gabe stellen, zu finden, für welchen Wert von m der Ausdruck

p ,^
1-2-

'
- n

^ ^rrtQn-m
^m,n 12 • ml 2' -n— m '- ^

seinen größten Wert erhält.
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Diesen Wert m nennen wir die dllerwahrscheinlichste Zahl für das

Eintreffen von jE; bei n Proben, da ihr die allergrößte Wahrscheinlichkeit

P^
,j

entspricht.

Znr Bestimmung der allerwahrscheinlichsten Zahl für das Eintreffen

des Ereignisses E vergleichen wir je zwei angrenzende Griieder der Reihe

P P P P

indem wir ihren Quotienten betrachten.

Die einfache Division gibt uns die Gleichung

^m + i,n ^ n — m p_

welche zeigt, daß das Verhältnis

m + 1, n

in, n

abnimmt mit dem Wachsen der Zahl n^ hieraus entspringen die Un-

gleichheiten
V V P P
p ^ p -^ '

' -^ p -^ p
-^0, n -^

1, M -^ n-2, n "^ « - 1, w

Wir unterscheiden jetzt zwei einfache Voraussetzungen. Es sei zu

Anfang

Dann ist kraft der von uns angegebenen Ungleichheiten jeder der

Brüche
P P P
,2, ra -^3,« -^ n,n

p ? p } • • •? p

kleiner als Eins und deshalb ,f

Auf der anderen Seite findet man leicht, daß die Ungleichheit

P.

der Ungleichheit

!^<1
2

=^

äquivalent ist, und diese letztere führt zu der Ungleichung

durch einfache Vertauschung von q mit der gleichen Zahl 1 — p.
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Auf diese Weise überzeugen wir uns, daß für den Fall

« + i<i

die allerwahrscheinlichste Zahl für das Eintreffen des Ereignisses E bei

den von uns betrachteten n Proben ist. Wenn aber

n+ 1 =-
P

ist, so finden wir, daß für die von uns betrachteten n Proben die aller-

wahrscheinlichste Zahl des Eintreffens von E nicht nur 0, sondern auch

1 wird, da wir ja in diesem Fall haben

In ähnlicher Weise gelangen wir unter der Voraussetzung

{n + l)g^ 1

zu der Ungleichheit

n — l,n

und demnach leiten wir die Reihe von Ungleichheiten ab

Diese Ungleichheiten zeigen, daß bei der Annahme

die allerwahrscheinlichste Zahl für das Eintreten von E bei den von uns

betrachteten w Proben gleich n ist. Wenn aber

9.

'

so ist die allerwahrscheinlichste Zahl für das Eintreffen von E nicht

nur n sondern auch w — 1, da wir ja in diesem Falle haben:

Wir schließen die beiden angegebenen Voraussetzungen aus und
nehmen jetzt an

n+l>— , und w + l>-i.

Dann ist

P P^ > 1 und ^—
0, n -^n, w - 1

p^ > 1 und ^— < 1

,
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und folglich enthält die Reihe der abnehmenden Brüche

P P P
1, n 2,n n,

»

j j^ , • ' •

, p~
^

0, n -^ l,n ^ n-l,n

sowohl Zahlen die größer als Eins sind wie auch Zahlen die kleiner als

Eins sind.

Wir heben den Übergang von den Zahlen die größer als Eins sind

zu den Zahlen die kleiner als Eins sind hervor und setzen

P P P
p''">p'->--> p^^>i

und
p p P

l > :^ti'" > /" + 2,

«

-^
. . . >P P P

fi,n jii + l,n n — l,n

Diese Ungleichheiten sind äquivalent mit den folgenden

und
P >P ^ P ^ ^ P

welche offenbaren, daß die von uns eingeführte Zahl ^ der allerwahr-

scheinlichste Wert für die Anzahl des Eintreffens von E bei den von

uns betrachteten n Proben ist.

Die allerwahrscheinlichste Anzahl für das Eintreffen von E kann

außer ^ auch ^i -{- 1 sein, da ja die Gleichung möglich ist

P = P
jii, n -^ ju + 1, n'

Zur Bestimmung der Zahl ^ haben wir die Ungleichheiten

^.-1
und

^n + hn ^ n— fi ^ ^ i

aus denen wir ableiten

(w -/t + l)p> ^q, (n -f l)p>i^(P + g) = ^,
und

(n - ^)p<:{^ -\-l)q, np-g< ^{p -\-q) = ^]

und folglicho-

np-{-p>ii^np — q. , (5)
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Die Zahlen np -\~ p und np — q unterscheiden sich voneinander nur

um eine Einheit. Wenn also np -}- p eine gebrochene Zahl ist, dann ist

auch np — q eine gebrochene Zahl, und im Intervall

von 7ip — q bis np -{- p

ist nur eine ganze Zahl enthalten.

Dann wird die allerwahrscheinlichste Zahl für das Eintreffen des

Ereignisses E die eine Zahl ^ sein, welche bestimmt ist durch die Un-

gleichheiten

np -\-p^ ^^ np — q

als diejenige ganze Zahl, welche im Zwischenraum

von np — q bis np + P
gelegen ist.

Ist aber np -\- p eine ganze Zahl, dann ist np — q ebenfalls eine

ganze Zahl und es gibt keine Zahl |u, welche die beiden Ungleichheiten

erfüllt

np-\-p^^^np — q.

Wir müssen folglich in diesem Falle setzen

II = np — q

und die allerwahrscheinlichste Zahl für das Eintreten des Ereignisses E
wird, außer fx-, auch die Zahl ^ -{- 1 gleich np -\- p; so daß, beim Be-

stehen der Gleichung

^ = np — q
sein muß

Wir setzen z. B.
2

^ o

und geben n der Reihe nach die Werte

^ = 4, w = 5.

Für w = 4 verwandelt sich die Summe np -{- p in die ganze Zahl 2,

und wir müssen deshalb nicht nur eine wahrscheinlichste Zahl für das

Auftreten des Ereignisses E erhalten, sondern zwei solche Zahlen, die

gleich wahrscheinlich sind : np -\- p =- 2 und np — q= 1] in der Tat

haben wir

p _ 8£ p _ p _ 216 p _ 16 p _ü
0.* 625' 1.4 2,4 625' 3,4 625' *.* 625*
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2

Für n = b nimmt die Summe np -\- p den gebrochenen Wert 2 -f
—

an, und die ganze Zahl [Lj die durch die Ungleichheiten bestimmt ist

np+p = 2-^^^>^>np-q = 2--

wird gleich 2. Dementsprechend muß die allerwahrscheinlichste Zahl

des Eintreffens des Ereignisses E hei n = b gleich 2 werden; in der Tat

haben wir

p _ 1080 p _ 720

p.,.-
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gleich ihrem allerwahrscheinlichsten Wert ^ oder /a + 1 ist, nähert sich

der Grenze Null, wenn die Zahl der Proben unbegrenzt wächst.

Betrachtet man aber zugleich mit dem allerwahrscheinlichsten

Wert auch die angrenzenden Werte für die Zahl des Eintreffens des

Ereignisses E, und forscht man ihren Wahrscheinlichkeiten nach, so ge-

langt man zur Aufstellung des sehr wichtigen Theorems von Jakob

Bernoülli.

Theorem von Bernoülli.

Wenn tvir eine unlegrenzte Beilie unabhängiger Frohen haben, und

wenn für je zwei von ihnen gesondert die Wahrseheinlichlieit eines Ereig-

nisses E dieselbe ist, dann wird bei einer hinreichend großen Zahl solcher

Froben die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Verhältnis der Anzahl des

Eintreffens von E zur Zahl der Froben sich der WahrscheinlichJceit des

Ereignisses E bei jeder Frobe für sich genommen beliebig nähert, der Ge-

wißheit, d. i. der Einheit beliebig nahe hommen.

Anders gesagt, tvenn p die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E bei

jeder einzelnen Frobe bedeutet, n die Zahl der Froben und m die Zahl des

Eintreffens von E; so tvird bei hinreichend großen Werten von n die Wahr-

scheinlichkeit der Ungleichheiten

größer als 1 — rj, welches auch die gegebenen positiven Zahlen s und rj

sein mögen.

Es sind verschiedene Beweise des Bernoülli sehen Theorems be-

kannt. Einer von ihnen gehört Jakob Bernoülli selbst zu und ist

auseinandergesetzt in einer Abhandlung „Ars conjectandi" herausgegeben

1713 nach dem Tode von Jakob Bernoülli s von seinem Neffen Niko-

laus Bernoülli. Wir verweilen nicht bei diesem elementaren aber

reichlich komplizierten Beweis; wir wollen hier mit kleinen Verände-

rungen den Beweis von Laplace entwickeln, zugleich mit Ableitung

-einer sehr oft angewendeten Annäherungsformel.

Für die Ableitung dieser Annäherungsformel stellen wir den Satz

vom Grenzwert der Wahrscheinlichkeiten auf, den wir das Theorem
von Laplace nennen.

§ 9. Theorem von LAPLACE.

Es möge n die Anzahl der unabhängigen Froben bedeuten, p die Wahr-

scheinlichkeit des Ereignisses E 'für jede Frobe, q==l—p die Wahrschein-

lichkeit des entgegengesetzten Ereignisses, m die Anzahl des Eintreffens von
Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. o
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E hei allen diesen Frohen, endlich t^ und t^ irgend zwei Zahlen, von

denen wir der Bestimmtheit halber annehmen t^^ t^.

Wenn p, t^ und t^ unverändert bleiben, n aber unbegrenzt tvächsf, so

nähert sich die Wahrscheinlichkeit, daß die Ungleichheiten

np + t^ y2npq < m < np + t^ y2npq

erfüllt sind, der Grenze

4= Ce-'^dt.

h

Beweis des liAPLACE sehen Thorems.

Die Wahrscheinlichkeit der Erfüllung der Ungleichheiten

np + t^ y2npq <m < np -f 4 y2npq

ist nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit, daß die Zahl des Ein-

treffens des Ereignisses einen Wert hat, der im Zwischenraum liegt

np + t^ y2npq bis np + ^2 V^^^Pfl •

Deswegen kommt seine Berechnung kraft des Additionstheorems

der Wahrscheinlichkeiten auf die Bestimmung aller möglichen Werte der

ganzen Zahl m hinaus, die im angegebenen Zwischenraum liegen, ferner

auf die Berechnung der entsprechenden Wahrscheinlichkeit für jeden

dieser Werte m, (daß die Zahl des Eintreffens des Ereignisses E genau

denselben Wert hat) und endlich auf die Addition aller dieser Wahr-

scheinlichkeiten.

Auf der anderen Seite wissen wir, daß die Wahrscheinlichkeit jedes

bestimmten Wertes m entsprechend der Formel (4) durch das Produkt

ausgedrückt wird

1 . 2 • . m . 1 • 2 .
. • (w — m)^ ^

Wir haben folglich, wenn wir die Wahrscheinlichkeit der Ungleich-

heiten

np + tj y2npq <m< np -f t^ y2npq

mit dem Symbol

np -^ t2y2npq

Q
np -\- t^y2npq
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bezeiclinen,

worin

^ ^^^-^ n

np + t^ y2npq

1 • 2 • 3 • • • %

und die Summation^ auf alle Werte der ganzen Zahl m sich erstreckt,

die den Ungleichungen genügen

np + t^ y2npq < m < np -\- t^ y2npq .

Wir gehen über zu der Betrachtung der Summe

und setzen

m = np -^ y2npq

und führen auf diese Weise an Stelle der ganzen Zahl m eine neue Ver-

änderliche s ein, welche durch die Ungleichheiten eingeschränkt ist

und durch die Bedingung, daß np + zy2npq eine ganze Zahl sein soU.

Bei unbegrenztem Anwachsen von n wachsen alle Werte von w,
auf die sich die von uns betrachtete Summe erstreckt, unbegrenzt zu-

gleich mit den entsprechenden Größen

n — m = nq — zy2npq.

Wir können deshalb beim Aufsuchen des Grenzwertes der Summe

an Stelle eines jeden der drei Produkte

1-2 "-n, 1-2' --m, l . 2 - - n - m
die bekannte STiELiNGsche Formel einsetzen, kraft deren wir haben

Limes .

,r = oo {y2jtX'X^ I-
Ersetzt man aber in dem Ausdruck

die Produkte

1 '2 ' n, 1 • 2 • • • m, 1 -2 • n ~ m



36 Von der Wiederholung der Proben.

entsprechend der Stirling sehen Formel durch die Produkte

so erhält man den neuen Ausdruck

P' =1/ "^
(n-w) ^"^e-"*(n_mf-"*en— m ^—n + m

yn /np\m / nq \"-^t

27rw(n — m)
' \w/ U^ — w/ '

und auf solche Weise gelangen wir zu der neuen Summe

die über dieselben Werte m erstreckt wird wie die Summe

Bei hinreichend großen Werten n kommen alle Verhältnisse der

Summanden P^ „ der einen Summe zu den entsprechenden Summanden

P^ ^ der zweiten Summe der Einheit beliebig nahe. Es wird deshalb

Limes
(

p"'""
) = 1

und folglich

Limes^P^^„ = Limes ^P,;^^,
n = 00 7t = 00

wenn man nun die Existenz des Grrenzwertes für eine dieser Suramen

feststellen kann, was wir auch ausführen werden für die Summe ^P',,,^^-

Den Ausdruck PJ^ ,^
kann man als das Produkt zweier Faktoren

betrachten

t/-- "
, und m™. (..j^)"-.

y 2 7tm(n — 7n) \m/ \n —m)

Wir verweilen zuerst beim zweiten dieser Faktoren und setzen

\npj \ nq )

und betrachten log W mit dem Ziel, die Gleichung zu beweisen:

Limes (log T'T — ^^) = .

W =00

Kraft der Gleichungen

m = np -\- ^y2npq und n — m =^ nq — ^y2npq

haben wir

np ^ ' yn
- 1+-^]/-^^ und ^^^=1-4.]/^.

Vn y P '''1 Vn y 2
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Vertauschen wir in W die Ausdrücke m : np und {n — m) : nq

durcli die in ^ ausgedrückten und ziehen in Erwägung, daß bei hin-

reichend großem Wert von n alle Werte der Produkte

-^y^ und -^1/5

beliebig klein werden, so erhalten wir

log T^= m log (l + -A/|/^) + (,_«) log (l - -^|/|)

- (»^ -^y^^%n< + iiSV¥ +
•

• •)

— zY'inpq ~ pz^ + 2pz^ -f • • •

und endlich

log T^ — ^- = - -_ + ^
f- ^„v -{-•••,

da ja

— q-\-2q— p -]-2p = q-^p=^l.

Ohne die Koeffizienten

a, ß,y, . ..

der von uns betrachteten Entwicklung von

logTF--^^

in eine Reihe nach Potenzen von 1 : ')/^^ zu bilden, können wir durch

einen Blick auf die Reihe schließen, daß ihre Summe

-^ + _&^ + l£ 4. . . .

yn ^ Vn»

sich dem Grenzwert Null nähern muß, wenn n unbegrenzt wächst, z

aber in einem gegebenen Intervall bleibt.

Daher nähert sich bei unbegrenztem Anwachsen von n die Differenz

log W-z^

in der Tat der Grenze Null, und deshalb nähert sich das Verhältnis

W
dem Grenzwert Eins.



38 Von der Wiederholung der Proben.

Wir wenden uns zu dem anderen Faktor des Ausdruckes PJ^ „ und

beachten, daß die Differenz je zweier angrenzender Werte von z ein und

dieselbe Größe hat, die wir mit dem Symbol z/^ bezeichnen wollen.

Die Größe z/^ bestimmt sich durch die Überlegung, daß benach-

barten Werten von z benachbarte Werte von m entsprechen müssen, die

sich voneinander um eine Einheit unterscheiden.

Dementsprechend haben wir

m = np -{- zy2npq

^i + 1 = np -I- (^ + ^z) y2npq

m—l=np-\-(z — Jz) y^npq

und leiten daraus ab

y2npq

Betrachtet man ferner das Verhältnis

Az-^ zu
V-..y^t y 2nm{n — m)

SO erhält man folglich

Jz -i/ n l/*'^ ** — *^

t/jj
* y 2nm{n — m) I np nq

('+äV#(' -«)/?)
^

Yn ^ P / \ Yn

und hieraus schließt man, daß bei hinreichend großen Werten von n

dieses Verhältnis der Einheit beliebig nahe kommt für alle von uns be-

trachteten Größen z.

Aus dem was wir bewiesen haben folgt, daß wir bei der Aufsuchung

des Grenzwertes der Summe

an Stelle von

r 2nm {n — m) \ q / \n — mj W
entsprechend nehmen dürfen

Az , _,2—^ und e *

.

Wir erhalten so statt P^^^„ den neuen Ausdruck

Az
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dessen Verhältnis zu P.^[^^^ bei hinreichend großen Werten n der Eins

beliebig nahe kommt für alle von uns betrachteten Werte ^. Wir können

also, ähnlich der Gleichung

Limes ^P^, , = Limes ^P^, „
M = 00 W = 00

die zweite aufstellen

Limes 2iK, n
= Firnes ^F^^ „

,

n — oo n = oo

wobei alle Summen über dieselben Werte m erstreckt werden. Bei der

Summe

nehmen wir an, daß der kleinste mögliche Wert von der Wert 0^ ist

und der größte 0^. Es muß dann sein

und die Gesamtheit der von uns betrachteten Werte z wird durch die

arithmetische Progression dargestellt

^1,^1 + z/-^, z^-\-2zl3, .. ., z^— ^z, z^.

Bei unbegrenztem Wachsen von n nähert sich die Differenz

yinpq

je zweier benachbarter Werte von z dem Grenzwert Null, ebenso wie

auch die Differenzen

welche kleiner als ziz sind, so daß

Limes z/^ = 0, Limes ^1 = ^1? Limes z^ = ^^

.

ra = oo w = oo w = oo

Aus diesem Grund kann man kraft bekannter Sätze über bestimmte

Integrale leicht schließen, daß bei unbegrenztem Wachsen von n die

Summe

^^ ^ m, n

gleich

sich dem Grenzwert nähert

i^J'"^"'^'
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und zugleicli mit ihr müssen sich derselben Grenze auch die beiden

anderen Summen nähern:

Damit ist das LAPLACEsche Theorem bewiesen.

Nimmt man aber den Grenzwert der Wahrscheinlichkeit für ihren

Annäherungswert, so erhält man die Annäherungsformel

np + t^y2npq ^^t

Im besonderen ist für

np + ty2npq '

(J)

Anmerkung. Statt der Formel (7) hat Laplace in seiner be-

rühmten Abhandlung ,,Theorie analytique des probabilites" eine andere

Annäherungsformel aufgestellt. Wir werden hier nicht die Laplace sehe

Formel ableiten, obwohl sie in den bekannten Fällen die Möglichkeit

gewährt, die Wahrscheinlichkeit beträchtlich genauer zu berechnen, als

man es mit den Formeln (6) und (7) machen kann. Trotzdem wollen

wir uns nicht mit der Abschätzung der Fehler der Annäherungsformeln

(6) und (7) beschäftigen.

§ 10. Beweis des BERNOULLI sehen Theorems.

Sind zwei beliebige positive Zahlen e und t] gegeben, so wollen wir

zeigen, daß bei hinreichend großen Werten von n die Wahrscheinlich-

keit der Ungleichheiten

größer als 1 — ^/ ist. Zu diesem Zwecke werden wir für jedes / die

Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

np — ty2npq< m < np -f ty2npq

1) Um die ADnäherungsgleichungen von den genauen zu unterscheiden,

werden wir immer das gewöhnliche Gleichheitszeichen durchstreichen.
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betrachten, die äquivalent sind mit den Ungleiciluiigen

yn ** yn

Nach dem früher Bewiesenen muß diese Wahrscheinlichkeit

np + ty2npq

Q
n}) — ty2npq

sich dem Grenzwert nähern

wenn t unverändert bleibt, n aber unbegrenzt wächst.

Andrerseits ist die Gleichung bekannt

welche zeigt, daß bei hinreichend großen Werten von t die Differenz

1-4- Ce-'^-d^

l beliebig klein sein wird. Zerlegt man also i^ in zwei positive Summan-

i den Tj' und 7)'\ d. h. setzt man

mit den Bedingungen
r}' ^ und ?/' > 0,

so kann man über die Zahl t so verfügen, daß

2
l e~''dz = 1 — ri'

sein wird und femer eine hinreichend große Zahl n^ angeben, so daß

für alle Werte w, welche der Ungleichheit n > n^ genügen, die Differenz

J,^

np-\-ty2npq

' np — tyznpq
kleiner als r/' ist.
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Nachdem wir auf diese Weise der Zahl t einen bestimmten Wert

erteilt haben, stellen wir außer der Ungleichheit n> n^ noch die fol-

gende auf

Es wird dann die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

-s<^-p< + ^

größer als die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

}/n
^ '^

^^ Vn '

da ja

ty2pq
^ in

und deshalb alle Werte m, die den Ungleichheiten genügen

— ti^q_ ^ m^_ ^ ty2pq

~7n ^ ^^
^'^

Vn

auch den Ungleichheiten genügen

Die Wahrscheinlichkeit aber der Ungleichheiten

welche mit dem Symbol

np + t y2npq

Q .,

np — ty2npq

bezeichnet worden ist, ist größer als

1 — 7}' — Tj'' -= 1 — rj.

Folglich wird für alle Werte von n, welche

, 2pqt'
fiQ und —

^

übertreffen, die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

größer als 1 — r/

.

Hiermit ist das BERNOULLische Theorem bewiesen.
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Anmerkung. Der von uns gegebene Beweis des Beenoulli sehen

Theorems beruht unter anderem auf der Existenz einer so beschaffenen

Zahl Uqj daß für alle sie übertreffenden Werten n die Differenz

t np -\- ty2npq

^^0 np — ty27ipq

größer ist, als die von uns gewählte Zahl r]''.

Die Existenz der Zahl n^ wurde im Laplace sehen Theorem vom
Orenzwert der Wahrscheinlichkeiten festgestellt. Wir können aber dieser

Zahl keinen bestimmten Wert erteilen, da der Fehler der Annäherungs-

formeln (6) und (7) unerforscht bleibt.

§ 11. Folgerungen aus dem BERNOULLI scheu Theorem.

Aus dem Beenoulli sehen Theorem schließt man gewöhnlich, daß

bei unbegrenztem Anwachsen der Zahl der Proben das Verhältnis der

Zahl der Treffer zur Zahl der Proben sich der Wahrscheinlichkeit des

Ereignisses für die einzelnen besonderen Proben nähert. Diesen Schluß

darf man nicht nur in den Fällen nicht für unbedingt gültig erklären,

wenn die Bedingungen des Beenoulli sehen Theorems nicht erfüllt

sind, sondern auch für die Fälle, in denen das Theorem vollkommen an-

wendbar bleibt.

Die Bedingungen des Beenoulli sehen Theorems bestehen in der

Unabhängigkeit der Proben und der UnVeränderlichkeit der Wahrschein-

lichkeitszahl der Ereignisse.

Unter diesen Bedingungen und bei den von uns eingeführten Bezeich-

nungen offenbart das Beenoulli sehe Theorem die UnWahrscheinlich-
keit beträchtlicher Abweichungen des Verhältnisses m : n von p bei

großen Werten n . Aber es beseitigt nicht entschieden die Möglichkeit

solcher Abweichungen; und diese unwahrscheinlichen Abweichungen

können tatsächlich werden.

Wir halten auch die Bemerkung für nützlich, daß man aus dem
Beenoulli sehen Theorem auch nicht die Notwendigkeit der Kompen-
sation der Ergebnisse einzelner Proben durch die Resultate der andere

ableiten kann.

Wenn nämlich für die von uns beobachteten Proben das Verhält-

nis der Anzahl der Treffer zur Anzahl der Proben beträchtlich von der

Wahrscheinlichkeitszahl des Ereignisses abweicht, so darf man daraus
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nicht schließen, daß für die folgenden Proben dasselbe Verhältnis von

dieser Wahrscheinlichkeit nach der anderen Seite abweicht.

Ein solcher Schluß würde der Voraussetzung der Unabhängigkeit

der Proben voneinander widersprechen.

Kraft dieser Unabhängigkeit können die Ergebnisse der uns be-

kannten Proben^ wie auch immer sie beschaffen sein mögen, unsem

Schlüsse auf die möglichen Ergebnisse der anderen Proben nicht ändern.

Wenn z. B. die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses gleich 1 : 2 ist,

und das Ereignis bei zwanzig Proben nicht ein einziges Mal aufgetreten

ist, so haben wir bei der einundzwanzigsten Probe ebensoviel Grund das

Eintreffen des Ereignisses und das Nichteintreffen zu erwarten, so lange

kein Zweifel an der Unabhängigkeit dieser Proben und an der Richtig-

keit der von uns angenommenen Wahrscheinlichkeitszahl 1 : 2 besteht.

Literatur.

Jakob Bernoulli, Ars coniectandi 1713. (Herausgegeben von R. Haussner. Ost-

walds Klassikersammlung 107 nnd 108).

TscHEBYscHEFF, Elementarer Beweis eines allgemeinen Satzes der Wahrscheinlich-

keitslehre (Tchebychef, Oeuvres I, St. Petersburg 1899, S. 17—26).



Kapitel III.

Über die Summe unabhängiger Größen.

§ 12. Die mathematische Hoffnung.

Um zu einer wichtigen Verallgemeinerung der vorhergehenden Aus-

führungen überzugehen, müssen wir neue Definitionen und Begriffe ein-

führen.

Wir nehmen an, daß der Wert irgendeiner Größe X zusammenfällt

mit einer der Zahlen eines bestimmten Systems, und daß zu jeder Zahl

dieses Systems eine bestimmte Wahrscheinlichkeit gehört, daß sie mit

X zusammenfällt. Es seien also

• '^Z.'

alle möojlichen W^erte von X undo

ihre Wahrscheinlichkeiten; p^ stellt also die Wahrscheinlichkeit dar,

daß X den Wert ^; hat.

Bei diesen Voraussetzungen und Bezeichnungen werden wir mathe-

matische Hoffnung der Größe X die Summe nennen

p^X^ +i)2^2 -i +P?,^?. H +Pi^r

Wir nennen also mathematische Hoffnung einer Größe die Summe
der Produkte aller ihrer möglichen Werte mit den entsprechenden Wahr-

schemlichkeiten.

Bei der Aufstellung dieser Definition darf man voraussetzen, daß

alle möglichen Werte X voneinander verschieden sind.

Es ist nicht schwer einzusehen, daß diese Voraussetzung vertauscht

werden kann mit der anderen von viel allgemeinerem Charakter; denn

es hindert uns ja nichts, jeden Fall, dem einer oder der andere bestimmte

Wert von X entspricht, in verschiedene unverträgliche FäUe zu zer-

spalten, die sich voneinander nicht durch die Größe X, sondern durch

andere Umstände unterscheiden.
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Bestimmen wir also die matliematisclie Hoffnung X als die Summe

der Produkte jedes möglichen Wertes Yon X mit seiner Wahrscheinlich-

keit^ so müssen wir nur voraussetzen, daß diese Werte durch allein mög-

liche und unverträgliche Fälle definiert sind; so daß jeder Zahl x^^ des
o'

ihr besonderer Fall entspricht, dessen Wahrscheinlichkeit wir die Wahr-

scheinlichkeit des Wertes x-^ nennen. Diese einfache Abänderung wird

in der Folge zur Abkürzung der Rechnungen dienen.

Wir nehmen z. B. an, daß wir auf eine horizontale Fläche zwei ge-

wöhnliche sechsseitige Würfel werfen, auf deren Seitenflächen die Zah-

len 1, 2, 3, 4, 5, 6 stehen, und wir betrachten die Summe der aufge-

deckten Zahlen. Nennen wir einen Würfel den ersten, den anderen den

zweiten, und bezeichnen wir mit Y die oben auf dem ersten, mit Z die

auf dem zweiten stehende Zahl und mit X die von uns betrachtete Summe

Y -^ Z, so können wir 36 allein mögliche und unverträgliche Fälle

unterscheiden, die durch die folgende Tabelle dargestellt sind:

X = 1 4- 1 = 2, X = 1 4- 2 = 3, X = 1 + :) = 4,

X = l + 4 = 5, X=l+5 = 6, X=l + 6 = 7,

X = 2 + l = 3, X = 2-f2 = 4, X = 2 + 3 = 5,

X = 2-f4 = 6, X = 2 + 5 = T, X = 2 + 6 = 8,

X = 3-fl=4, X = 3 + 2 = 5, X = 3 + 3 = 6,

X = 3 + 4 = 7, X = 3 + 5 = S, X = 3 4-ß = 9,

X = 4+l = 5, X = 4 + 2 = 6, X = 44-3 = 7,

X = 4-i-4 = 8, X = 4-f5 = 9, X = 4-fG = 10,

X=5+l = 6, X = 5 + 2 = 7, X = 54-3 = 8,

X = 5 + 4 = 9, X = 5-i-5 = 10, X = 5 + 6 = ll,

X = 6 + l = 7, X = 6-|-2 = 8, X = 6 + 3 = 9,

X = 6 + 4 = 10, X = 6 + 5 = 11, X = 6 4- 6 = 12.

Da alle diese Fälle gleichmöglich sind, so ist die Wahrscheinlich-

keit eines jeden gleich 1 : 36 und die mathematische Hoffnung der von

uns betrachteten Summe drückt sich nach Definition durch die Summe aus
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36 ~ 36
~

36 ' 36 ~ 36 ' 36

^ 36 ' 36 ^ 36 ' 36
~

36
~

36

+1+A+A+A+1+A~ 36 ~ 36
~

36
~ 36 ' 36 ^ 36

+ i + i + 1 + A + 1 + i2^ 36 ' 36 ^ 36 ^ 36 ' 36
~ 36

^ 36 ' 36 ^ 36
~

36
~ 36

~
36

"*"
36

"^
36 ' 36 "^ 36

"*"
36 ' 36

'

welche gleich 7 ist. An Stelle von 36 möglichen Fällen können wir auch

in bezug auf die Summe X 11 Fälle unterscheiden:

X=2, 3, 4, 5, 6, 1, 8, 9, 10, 11, 12,

denen folgende Wahrscheinlichkeiten entsprechen:

12345654_3_2J_
36' 36' 36' 36' 36' 36' 36'36' 36' 36' 36*

Bestimmen wir auf Grund hiervon die mathematische Hoffnung X,

so erhalten wir dieselbe Zahl 7 in Gestalt der Summe

36 ' 36 '

3. 10 . 2 • 11 , 1-12

3 -4

36
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Wir verweilen beim Fall zweier Größen und nehmen an, daß

alle möglichen voneinander verschiedenen Werte von X sind, und

alle möglichen voneinander verschiedenen Werte Y.

Wenn die Größen X und Y nicht voneinander abhängen, so muß

jeder Zahl x^ des Systems

eine bestimmte Zahl p^ entsprechen, welche die Wahrscheinlichkeit dar-

stellt, daß X gleich ic^ ist, was auch der unbekannte oder bekannte

Wert Y sein mag, und jeder Zahl y^^ des Systems

muß eine bestimmte Zahl q^^ entsprechen, welche die Wahrscheinlich-

keit darstellt, daß Y gleich y^^ ist, einerlei, welches der bekannte oder

unbekannte Wert X ist.

Anmerkung 1. Um Irrtümer zu vermeiden, bemerken wir, daß

aus der Unabhängigkeit der Größen X und Y nicht die Unabhängig-

keit von X und irgendeiner Funktion von X und Y, z. B. von X -\- Y
folgt.

Zur Erläuterung nehmen wir an, daß jede der unabhängigen Größen

zwei ffleichwahrscheinliche Werte haben kann

— 1 und + 1.

Dann kann die Summe ^^

X+Y
drei verschiedene Werte haben

-2,0, + 2,

deren Wahrscheinlichkeiten durch die Brüche

i_ _L ^

dargestellt werden, solange X und Y unabhängig bleiben.

Wenn aber bei unbekanntem Wert Y der Wert X gegeben ist, so

bleiben von den drei Werten der Summe X -\- Y nur zwei übrig und

diese sind gleichwahrscheinlich. Für X = + 1 kann die Summe X^-Y
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nicht den Wert — 2 haben, die beiden anderen möglichen Werte aber,

und + 2, sind gleichwahrscheinlich; bei X = — 1 aber kann die Summe
X+ Y nicht den Wert -f 2 haben, die beiden anderen möglichen Fälle

aber, — 2 und 0, sind gleichwahrscheinlich.

Anmerkung 2. Wir bemerken ferner, daß die Unabhängigkeit der

Orößen bedingt werden kann durch diejenigen Nebenumstände, unter
denen man die Wahrscheinlichkeiten ihrer möglichen Fälle betrachtet;

so daß bei Veränderung der Nebenumstände abhängige Größen unab-
hängig werden können und umgekehrt.

Zur Erläuterung dieser Bemerkungen führen wir ein Beispiel an,

welches auch zeigt, daß die Unabhängigkeit verschiedener Größen nicht

äquivalent ist mit der Unabhängigkeit je zweier von ihnen.

Es seien

X, Y, Z

<lrei Zahlen, welche durch die Gleichung verknüpft sind

XY=Z.

Wir nehmen ferner an, daß X und Y nicht voneinander abhängen,
solange Z unbestimmt bleibt, und daß für jede dieser Größen zwei und
nur zwei gleichmögliche Werte vorliegen, + 1 und — 1.

In diesem Falle hören die unabhängigen Größen X und Y auf, un-

abhängig zu sein, sobald der Wert Z bestimmt ist: für Z = -}- 1 muß
X= Y sein und für Z = — 1 muß Z + T = sein. Man kann auch
leicht einsehen, daß bei unbestimmtem Wert von X die Größen Y
und Z unabhängig sind, und bei unbestimmtem Wert von Y die Größen
X und Z unabhängig sind.

Wenn daher eine der Größen

:^, Y, z

j
unbestimmt ist, so hängen die beiden anderen nicht voneinander ab;

l aber die gemeinsam betrachteten Größen

X, r, z

stellen keine drei unabhängigen Größen vor, da sie ja durch die Glei-

chung

Z^XY
miteinander verknüpft sind.

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 4
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§ 13. Mathematische Hoffnung von Summen und Produkten.

Die Wichtigkeit des Begriffes der mathematischen Hoffnung wird

klar bei der Betrachtung der Summe vieler unabhängiger Größen.

Zur Vorbereitung stellen wir einige einfache Sätze auf:

Theorem. Die mathematische Hoffnung der Simone ist gleich der

Summe der addierten mathematischen Hoffnungen.

Dieser Satz gilt für beliebige Größen, sowohl für unabhängige, wie

auch für abhängige. Zum Beweis nehmen wir an, daß die Werte irgend-

welcher Größen
X, Y,Z,..,W

durch die allein möglichen und unvereinbaren Ereignisse definiert sind:

El, E2, . . ., E^-

Entsprechend mögen die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse sein:

endlich stellt das System

^v Vky hy • V ^A-

die Werte X, Y,Z,...,W für den FaU E, dar; so daß X, Y,Z,...,W

entsprechend die Werte

^ly Vi, ^1, • • -y ^1

annehmen, wenn E^ eintritt, die Werte

^^2? 2/2? "^27 • • V ^'2?

wenn E^ eintritt, usw.

Bei diesen Bedingungen und Bezeichnungen werden die mathema-

tischen Hoffnungen der Größen X, Y, Z, . . ., TT entsprechend durch

die Summen ausgedrückt

Pl^\ +P2^2 H ^-Pn'^^n-

Ferner bemerken wir hinsichtlich der Summe

X+Y-^-Z-Jr'-'+W,

daß sie gemäß dem Eintreffen der Ereignisse

E,, E„ ...,E,

die Werte annimmt
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Deshalb wird ihre mathematische Hoffnung durch die Summe aus-

gedrückt:

Pli^l + 2/1 + • • • + ih) +P2{^2 + 2/2 + • • • + ^2) + • •
•

+ Pn(^n + yn + -'-+^n)y
die augenscheinlich gleich der Summe ist:

(PA + P2X2 • 'Pn^n) 4- (2^l2/l + ^22/2 + • • • + PnVn) + ' '
*

+ {Pl'^1 +i?2% + • • • + Pn'i^r^-

Daher ist die mathematische Hoffnung der Summe

gleich der Summe der addierten mathematischen Hoffnungen von

X, Y,Z,.. , W.

Wendet man für die Bezeichnung der mathematischen Hoffnung
die Buchstaben m. H. an, so kann man das aufgestellte Theorem durch

die Formel ausdrücken:

m.H. (Z + TH- Z+ • • • + TF) = m.H.(Z) + m.H. (Y) + • • • + m.H.(TF)

Ein Beispiel für die Anwendung dieses Theorems kann die früher

von uns betrachtete Summe

I der oben auf zwei aufs Geratewohl hingeworfenen sechsseitigen Würfel
mit den Nummern

1, 2, 3, 4, 5, 6

stehenden Zahlen betrachtet werden.

Im gegebenen Falle ist die mathematische Hoffnung jeder der Größen
Y und Z gleich

14 + 24 + 3. 1+4. 1 + 6. 1 + 6.1 = 1,

I

und deshalb muß die mathematische Hoffnung ihrer Summe Y^ Z gleich

^ 7 werden, was auch früher gefunden wurde.

Theorem. Die mathematische Hoffnung des Produktes unabhängiger

I
Größen ist gleich dem ProduM ihrer mathematischen Hoffnungen.

Dieses Theorem gilt für das Produkt einer beliebigen Zahl unab-

, hängiger Größen. Wir begnügen uns mit der Betrachtung eines Pro-

I duktes zweier Faktoren, da man ja von dem Produkt zweier Fak-
4*
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toren unschwer übergehen kann zum Produkt einer beliebigen Zahl von

Faktoren, mittels der sukzessiven Hinzufügung eines Faktors zu den

andern. Es möge das System

alle möglichen verschiedenen Werte der Größe X darstellen und das

System

möge das System aller möglichen verschiedenen Werte der Größe Y
darstellen.

Wenn, wie wir voraussetzen, X und F nicht voneinander abhängen,

so muß es noch zwei bestimmte Zahlensysteme:

und
',Pi

geben, wo allgemein jp; die Wahrscheinlichkeit darstellt, daß die Größe

X den Wert X;^ hat, sowohl bei unbekanntem wie bei bekanntem Wert

von Yj die Zahl q ^
aber die Wahrscheinlichkeit darstellt, daß die Größe

Y den Wert y hat, sowohl bei bekanntem wie bei unbekanntem Wert

X. Ferner wird die Summe

die mathematische Hoffnung von X darstellen, und die Summe

^i!/i + ^22/2 + • • • + Q^cV^c H ^ ^m2/m

wird die mathematische Hoffnung von Y darstellen.

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der mathematischen Hoff-

nung von ZTund können dabei Im allein mögliche und unvereinbare

Fälle unterscheiden, deren jeder bestimmt wird durch die Kombination

der Werte beider Größen X und Y. Die folgende Tabelle stellt anschau-

lich die Aufzählung dieser Fälle dar.

X=^x,,Y=y, X = x,,Y=y, • X= x,,Y=y,

X = x,,Y=y, X= x,,Y= y,
••• X^x,,Y==y,

X= x„Y=y,\^

X= x,, Y=y,\

X^x„Y=y^, X^x,,Y==y^, ••• X = x,,Y^y^ X=-x,, Y=y,

X^x,,Y^y,, X= :r2, r=i/,,---lX = :r,, r=?/. X=^x,, Y^yj
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Nehmen wir einen beliebigen dieser Fälle:

Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich

nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten; das Pro-

dukt aber
jl y

nimmt in diesem Fall den Wert an

Es kann deshalb ihrer Definition nach die mathematische Hoffnung

des Produktes XY ausgedrückt werden durch die Summe aller Produkte

worin

X= 1, 2, . . .yl und n = ly 2j . . .j m.

Nehmen wir in dieser Summe diejenigen Summanden zusammen,

in denen X einen und denselben Wert hat, so können wir sie in l be-

stimmte Summen der Art

PAl^lVl + P;.^2^/2/2 + • • • +Pxam^Xym

zerlegen, worin man X die Werte geben muß

1, 2, . . , l.

Die Summe aber

ist augenscheinlich gleich dem Produkt p^x^ in die Summe

2i2/i -f 3'2^2 -f • • • + Ct^yrny

das die mathematische Hoffnung von Y darstellt. Folglich ist die von

uns betrachtete mathematische Hoffnung gleich der Summe

+ Pl^l (MiVi + Ö22/2 + • • • + (Imym),

die sofort zurückgeführt wird auf das Produkt der beiden Summen

Ih^x +i>2-^2 + • • • + Pl^l «Ild gi2/l + «22/2 H y ^mymy
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welche entsprechend der mathematisclien Hoffnung von X und der ma-

thematischen Hoffnung von Y gleich sind. Daher ist die mathematische

Hoffnung des Produkts zweier unabhängigen Größen gleich dem Pro-

dukt ihrer mathematischen Hoffnungen

m. H. (XY) = m. H. (X) X m. H (Fj. (9)

Hieraus kann man leicht für eine beliebige Zahl unabhängiger

Größen schließen, daß die mathematische Hoffnung ihres Produktes gleich

dem Produkt der mathematishen Hoffnungen dieser Größen ist.

Im besonderen muß die mathematische Hoffnung des Produktes

unabhängiger Größen zu Null werden, wenn die mathematische Hoff-

nung irgendeiner oder von einigen unter ihnen gleich Null ist.

Lemma. Wenn Ä die mathematische Hoffnung der Größe U be-

zeichnet, deren Werte sämtlich positive Zahlen sind% und t eine beliebige

Zahl; dann ist die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheit

ü<Af-
qrößer als

-,'
Beweis.

Es mögen die beiden Zahlenreihen

und

entsprechend die Gesamtheit aller Werte von XJ und ihre Wahrschein-

lichkeiten darstellen, so daß w„ die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daß die

Größe U gleich u^ ist. Einige der Zahlen

U^, U^, . . ; U^

sind größer als Ät^, andere aber kleiner als Ät- oder dieser Zahl gleich.

Um einen bestimmten Fall zu haben, nehmen wir an, daß die Zahlen

%, i*2; • • •? ^i

nicht größer als Ät^ sind, die übrigen aber

größer als Ät^. Dann wird die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheit

U^Ät'^

1) Wir betrachten keine imagin'ären Zahlen.
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durcli die Summe ausgedrückt

entsprechend dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 5 so

daß man das durch diese Ungleichheit ausgedrückte Ereignis in die un-

vereinbaren Arten zerlegen kann, die durch die Gleichungen ausgedrückt

werden

In Einklang mit demselben Additionssatz der Wahrscheinlichkeiten

stellt die Summe
^.•+1 + ^(^'i + 2 + • ' + "^^s

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheit dar

ü>Äf-.

Zugleich hiermit haben wir

Ä = W^ll^ -f ^2^2 + • • • + tUilii + tVi + iUi_^^ H h i('sU,,

und
\ = w^ + tv^ -\ i- Wi-\- tVi^i -!-••• + ^(^s>

da wir ja erstens mit dem Buchstaben Ä die mathematische Hoffnung

der Größe ü bezeichnet haben, und zweitens die Summe der Wahr-

scheinlichkeiten allein möglicher und unvereinbarer Ereignisse auf die

Einheit hinauskommen muß.

Beachtet man aber, daß unter den Werten U wie auch unter den

Zahlen

keine negativen enthalten sind, gemäß einer Bedingung des Hilfssatzes,

und daß alle Zahlen

größer als Ät^ sind, so kann man aus der Gleichung

A = w^u^ + tv^ii^^ H h w^Ui + uh^^Ui^^ H h '^s'^s

der Reihe nach die Ungleichheiten ableiten

A > At\w,^^ + ^r,^2 + • • • + iO
und endlich
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Die letzte Ungleichheit zeigt, daß die Wahrscheinlichkeit der Un-

oieichheit

U>Ät',
die durch die Summe

ausgedrückt wird, kleiner als 1 : t^ ist. Folglich ist die Wahrscheinlich-

keit der Ungleichheit

U<Af
größer als

denn diese letztere wird ja durch die Summe ausgedrückt

w^-\-tv^ + -" i- IC. = 1 - (^t7,+l + ^<7,^.2 + h ^O-

Auf Grund des bewiesenen Lemmas kann man leicht die folgende

bemerkenswerte Ungleichheit von Tschebyscheff aufstellen.

Ungleichheit von Tschebyscheff.

Bemchnen wir für irgendwelche unabhängige Größen

X, Y, Z,...,W

ihre mathematischen Hoffnungen entsprechend mit den Buchstaben

a, b, c, .. ., l,

%md die mathematischen Hoffnungen ihrer Quadrate mit denselben Buch-

staben mit dem Index 1, also mit den Symbolen

a^, b^, q, . . ., l^]

so ist für einen beliebigen Wert der Zahl t die Differenz

Meiner als die WahrscheinlicMeit, daß die Summe

nicht aus den Grenzen heraustritt

aJ^h-^c + '"-\-l-t Ya,- a' + h -l)^+c,^-^T'^+h - l^

und

a + & + c + -.- + ? + tya:,- a^ + fej - fe2 + q - c' + • • • + ^1 - ^'-
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Beweis.

Setzen wir

ü={X+Y+Z-\--"^W-a-h-c If

und bezeichnen mit dem Buchstaben A die mathematische Hoffnung von

U, so kann man auf Grund des soeben bewiesenen Lemmas schließen^

daß für einen beliebigen Wert der Zahl t die Differenz

kleiner ist als die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheit

welche der Kombination der beiden Ungleichheiten

-tyÄ'^X+ Y+ Z^ + W-a~h-c IKtyi

äquivalent ist.

Auf der anderen Seiten haben wir

ü={X-ay-{- (Y- h) + (Z-cf-\-"- + (W- If

+ 2
(
X - a) (r - &) + 2

(
X - a) (Z - c) + .

.
•

woraus wir ableiten

m.H. Cr=J. = m.H.(X-a)- + m.H.(r-2>)2 + ..+m.H.(Tr-02

+ 2m.H.(X-a)(r-fe)+ 2m.H.(X-a)(Z-c)+ --..

Betrachten wir für sich die Summanden der letzten Summe^ so er-

halten wir

m. H. (X- a)2 = m. H. (X^- 2

a

X H- a^) = m. H. X2- 2 a • m. H. Z + a^

= a^—-2a • a -\- a^ = a^ — a^y

m.H.(r- hY= \ -¥,.. ., m. H. {W-lf = 1,- l\

m. H. (X -a){Y--b)= m. H. (X - a) • m. H. {Y-h) = 0,

m.H. (X-a)(Z- c) = m. H. (X - a) • m. H. {Z - c) = 0,

5

denn die Größen

X-a, Y-h, Z-c, ..., W-l
hängen ja nicht voneinander ab, und ihre mathematische Hoffnung ist

gleich Null. Auf dieser Grundlage finden wir

^ = m. H. C/ = «1 - a^ + 2>i
- ?>2 + q - c^ + • . . + ^1 - ^'.
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Endlich wird durch Yertauschung des Wertes Ä mit der Summe

a^-a' + h,- h- -{- c, - c- + - + k-P
leicht offenbar, daß die Ungleichheiten

-tyÄ<X-\- Y+Z+-'-+ W-a-h-c Ktyi
dann und nur dann erfüllt sind, wenn

X+ Y-hZ-\-'-'-\- W
enthalten ist zwischen

und

a + h + c-i-'-'+li- tYa^ ~a' + b,-h'' + -"-\-k - ^'•

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Summe

X+ Y-\-Zi--"+ W
innerhalb von uns angegebenen Grenzen

und

enthalten ist, gleich der Wahrscheinlichkeit der Ungleichheit

(X+ r+Z4----+ w-a-h-c 0'

und größer als

Hiermit ist die Ungleichheit von Tschebyscheff bewiesen.

§ 14. Verallgemeinertes Theorem von BERNOULLI.

Wenn die mathematischen Hoffnungen der Quadrate der unabhängi-

gen Größen
X, Y,Z,...,W

deren Anzahl unbegrenzt wachsen lann, alle ein und dieselbe Zahl nicht

übertreffen, dann wird für eine hinreichend große Anzahl dieser Größen

die Wahrscheinlichkeit, daß ihr arithmetisches Mittel sich beliebig wenig

vom arithmetischen Mittel ihrer mathematischen Hoffnungen unterscheidet,

der Gewißheit beliebig nahe kommen.
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Beweis.

Wir behalten für die mathematischen Hoffnungen der Größen

X, Y,Z,..., W
und für die mathematischen Hoffnungen ihrer Quadrate

X^, Y\ Z\ ...,W' ^

die früheren Bezeichnungen bei:

a^ h, c, . . ., l

und

'^l? ^i; '^'i; • • •; ^l

und benennen die Anzahl der Größen

X, Y, Z,...,W

mit dem Buchstaben S, so daß ihr arithmetisches Mittel ausgedrückt

wird durch den Bruch

s

das arithmetische Mittel ihrer mathematischen Hoffnungen aber durch

den Bruch

I g-f- ft-fc-f ••• + /

I s
I

1
Ferner bezeichnen wir mit dem Buchstaben L diejenige Zahl, wel-

1
che die mathematischen Hoffnungen der Quadrate der Größen X, Y^

I
Z, . . .y W nicht übertreffen, so daß

I % ^ A ^^1 < L, c^ < Lj . . .y l^ < L.

Nimmt man schließlich zwei beliebige positive Zahlen

£ und 7j,

l
so werden wir zeigen, daß bei hinreichend großen Werten von S die

t Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

_ x+r+Z4- • • • + w _ a + _6_+ c-i-'-- + l .
^

I
größer wird als

1 - rj.

Zu diesem Zwecke dient uns die soeben aufgestellte Ungleichheit

TSCHEBYSCHEFFS. Für

n
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zeigt die Ungleichheit Tschebyscheffs, daß die Differenz

1 — rj

kleiner ist als die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

welche äquivalent sind mit den Ungleichheiten

_ 1
1/ Ä x+r+i?+ --+ w _ g-f 6 + C + -- 4- 1 ^ j_ -i/;^

ysrsri^ s s ' = ys" K ät, '

dabei ist

Aber jede der Differenzen

a^ — a^y &i
— h^, . . ., \ — l'^

übertrifft die Zahl L nicht, deshalb übertrifft auch der Quotient

A
S

dieselbe Zahl L nicht, das Produkt aber

ys y ^n
kann die Zahl

Y Sri

nicht übertreffen.

Verfügen wir demnach über die Zahl S so, daß

so werden die Zahlen

-n/^y^. ^"^ +i-^yÄys y Sri ' ys y Sri

enthalten sein zwischen
— 8 und -f- Sy

und es werden deshalb in allen Fällen, wenn die Ungleichheiten bestehen

1 -a/A ^ X+r+Z+--.H-^ _ a-^h + c+--- + l 1 yA
ys y Sn^ 's s ^ysy Sn

auch die Ungleichheiten statthaben
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Bei diesen Bedingungen wird die Wahrscheinliclikeit der Ungleich-

heiten

- £ < ^ -^ < £

sicher nicht kleiner sein als die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

y^- K Srj ^ s s '^ysr '^n

die nach Beweis größer als 1 — t^ ist.

Daher wird die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

V-^ < '^

größer als 1 — i] sein für alle Werte von S, welche der Ungleichheit

genügen

L
Sn

d.h.

Nachdem so das verallgemeinerte Bernoulli sehe Theorem bewie-

1 sen ist, wenden wir unsere Aufmerksamkeit auf eine wichtige Folgerung.

Wenn die matJiematischen Hoffnungen der Quadrate der unahhängi-

\
gen Größen

X,Y,Z,...,W,

deren Anzahl unbegrenzt vergrößert werden kann, alle nicht größer sind

[
<üs ein und dieselbe Zahl, die mathematischen Hoffnungen dagegen der

Größen
X, Y, Z,...,W

selbst alle nicht Meiner als ein und dieselbe positive Zahl, dann müssen

wir bei einer hinreichend großen Anzahl dieser Größen mit einer Wahr-
scheinlichlieit, ivelclie der Getvißheit beliebig nahe Jcoimnt, erwarten, daß
ihre Summe

l jede beliebige gegebene Zahl übertrifft.

In der Tat, es mögen außer den früheren Ungleichheiten

^1 ^ A ^1 ^ A ^1 ^ A • , li ^L
noch die folgenden bestehen

a>C,b>C,c>C,...,l<C,C>0.
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Dann wird nach dem Bewiesenen, welche positive Zahlen £ und i]

auch nehmen, für

s > -,

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

größer als 1—7/ sein.

Zugleich wird offenbar auch größer als 1 — i] die Wahrscheinlich-

keit der einen Ungleichheit

^ + &4- C +--- + 1 _ X+ Y+ ^+--- + J-

die vollkommen äquivalent ist mit der folgenden

X + r+ Z + . . • + W> a + l) + c-\--" + l-S£.

Kraft der Ungleichheiten

a>C,h> C, c> C, . ..,l> C
ist die Summe

, , , , , i
a + & + cH Vi

größer als SG^ und deshalb muß in allen Fällen^ wenn die Ungleichheit

besteht

X + r + Z + • • • + >r> a + & + c + ... + ?- >S^£

auch sein

X4- r+Z-f •••+ TF>>S(C-£).

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit der letzten Ungleichheit auch

größer als 1 — t^. Beachtet man noch, daß für

und für hinreichend große Werte von >S' das Produkt

8{C-£)

größer sein wird als jede beliebige Zahl, so gelangt man sogleich zu

der oben ausgesprochenen Folgerung des verallgemeinerten Bernoulli-

schen Theorems.

Anmerkung. Die von uns gegebenen Ausführungen, welche zu

dem verallgemeinerten Theorem Bernoullis führen, kann man auch

auf viele Fälle abhängiger Größen erweitern, wie das in meiner Abhand-

lung gezeigt ist „Erweiterung des Gesetzes der großen Zahlen auf

Größen, die voneinander abhängig sind"; sie befindet sich in den „Ab-

handlungen der physikalisch-mathematischen Gesellschaft an der Uni-

versität Kasan (2. Serie T. XV, Nr. 4).
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§ 15. Theorem von POISSON.

Man kann leicht zeigen, daß das früher aufgestellte BERNOULLische

Theorem einen speziellen Fall des verallgemeinerten darstellt.

In der Absicht, den unter dem Namen Theorem von Poisson oder

Gesetz der großen Zahlen^) bekannten Satz abzuleiten, nehmen wir an,

daß eine unbegrenzte Reihe unabhängiger Proben betrachtet wird, wel-

che mit den Ziffern

1, 2, 3, . , .

bezeichnet werden, und daß die Wahrscheinlichkeiten des Ereignisses E
bei diesen Proben entsprechend die Werte haben

Pl7 P2} Pä) • •
•

Weiter ordnen wir den betrachteten Proben die Zahlen zu

-^1? ^2? ^3; • •
•

SO daß die Summe

für jedes n die Anzahl der Treffer des Ereignisses E bedeutet, bei den

Proben mit den Ziffern

1, 2, 3, . . ., n.

Zu diesem Zweck muß man offenbar für jede Zahl h der natürlichen

Zahlenreihe

1, 2, 3, . .

.

setzen

wenn bei der Probe mit der Nummer k das Ereignis E eintrifft, dagegen

x, = o

im entgegengesetzten Fall. Bei diesen Bedingungen wird der Quotient

n ^

der das arithmetische Mittel der Größen

1) Nach meiner Meinung ist es angemessen, Gesetz der großen Zahlen das

verallgemeinerte BERNOuLLische Theorem zu nennen, das im vorigen Paragraphen

aufgestellt ist.
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darstellt, zusammenfallen mit dem Verhältnis der Anzahl der Treffer des

Ereignisses E bei den Proben mit den Nummern

1, 2, 3, . . , n

zur Anzahl dieser Proben. Auf der anderen Seite sieht man leicht, daß

die mathematischen Hoffnungen von

X, und X/

ein und denselben Wert haben

der für alle Werte Je nicht größer als die Einheit ist.

Wir können deshalb auf die Größen

X^, X^, . . ., X^

das verallgemeinerte BERNOULLische Theorem anwenden, indem wir ihr

arithmetisches Mittel ersetzen durch das gleich große Verhältnis der

Anzahl der Treffer des Ereignisses E zur Anzahl der Proben. Beachtet

man endlich, daß das arithmetische Mittel der mathematischen Hoff-

nungen der Größen

^l; ^2? -^37 • • V ^n

gleich dem arithmetischen Mittel der entsprechenden Wahrscheinlich-

keiten des Ereignisses E ist, so gelangt man zu dem erwähnten Theo-

rem von PoiSSON, welches sonst auch das Gesetz der großen Zahlen ge-

nannt wird.

Bei einer hinreichend großen Anzahl unabhängiger Frohen darf man

mit einer Wahrscheinlichkeit j tvelche der Gewißheit^leliebig nahe kommt

^

erwarten, daß das Verhältnis der Anzahl der Treffer des Ereignisses zur

Anzahl der Frohen dem arithmetischen Mittel der Wahrscheinlichkeiten

des Ereignisses heliehig nahe kommt.

Und zwar zeigen die Ungleichheiten Tschebyscheffs, daß für

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

!?! _ Pi+ P-- H +^" < £

größer sein wird als

^<«--'-"
n

1 - n,
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wo m die Anzahl der Treffer des Ereignisses E bei den betrachteten

n Proben bedeutet^ s und rj aber beliebige positive Zahlen. Die von uns

erwähnte Grenze für n kann man schon auf viermal vermindern, wenn

man beachtet, daß keine der Differenzen

größer als 1 : 4 ist.

In dem speziellen Fall, wenn alle Wahrscheinlichkeiten

PuP2,P^:-"

ein und dieselbe Größe p haben, kommt das Gesetz der großen Zahlen

auf das BERNOULLische Theorem zurück.

Nachdem wir auf diese Weise das BERNOULLische Theorem als

speziellen Fall eines anderen erhalten haben, können wir mit diesem

zusammen die unten folgende einfache Ungleichheit aufstellen.

Wenn n die Zahl der unabhängigen Proben bedeutet, p die Wahr-

scheinlichkeit des Ereignisses E für jede Probe und m die Anzahl der

Treffer des Ereignisses E, so wird die Wahrscheinlichkeit der Ungleich-

heiten
m

größer sein als

l-rj
für alle Werte von n, welche

e'rj s-T]

Übertreffen, welches auch die positiven Zahlen s und 7] sein mögen.

Nimmt man zum Beispiel

P-l ^=50' ^ = 0,001,

so findet man, daß für
3 2

7t > , A . -V = 600000

\50/ 10(1000

<die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

~ 50 ^ w ~ 5
"^

50

gewiß größer sein wird als

0,999.

Markoff-Lieb mann: Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Die von uns gefundene Zahl

600000

ist allerdings viel zu groß; in Wirklichkeit nämlich übertrifft die Wahr-

scheinlichkeit der Ungleichheiten

1 m _ 3 1

~
50 ^ n ~ 5 *^ 50

0,999 schon für Werte von w, die viel kleiner sind als 600000.

Jakob Bernoulli, der in den,,Ars conjectandi" dasselbe Beispiel be-

trachtete, erhielt statt 600000 die Zahl 25550. Die Auseinandersetzung

Bernoullis ist mit der Voraussetzung verbunden, daß n durch 50 teil-

barist; man kann aber diese Voraussetzung unschwer vermeiden und eine

kleine Abänderung der Berechnung Bernoullis gibt die Möglichkeit,

nicht nur die Zahl 25500 für alle Werte von n beizubehalten, sondern

sie sogar etwas herabzusetzen.

Wollen wir aber an Stelle des wahren Wertes der Wahrscheinlichkeit

ihren durch die Formel (7) gegebenen Annäherungswert berechnen, so

muß man zur Bestimmung der Werte von n, für welche die Wahrschein-

lichkeit der Ungleichheiten

_ 1 m _ 3 1

~ bO'^ n b ^ 50

größer als 0,999 ist, in folgender Weise verfahren.

Mit Hilfe der Tabelle der Werte des Integrals

die am Ende des Buches angefügt ist, finden wir t aus der Bedingung

t

A-^"^^^ = 0,999;

dieser Wert t wird

mit einer Genauigkeit von 1 : 10000. Ferner betrachten wir die Un-

gleichheit

ty^9 < , = .1

V n oO

und hieraus erhalten wir

n > l^A^- + 1200 X (2,3268)2 ^ 0497.
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Dieses Ergebnis gibt uns nicht das Recht zu behaupten, daß für

n > 6497

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

_ 1 m _ 1

50 ^ n ^ ^ 50

in Wirklichkeit größer als 0^999 ist. Sie kann aber als Hinweis dienen,

daß die von uns betrachtete W^ahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

_ J_ w _ 1

50 ^ n ^^ ^ 50

größer als 0,1)99 ist schon bei Werten von n, welche 6497 unbeträcht-

lich übertreffen. Zum Beispiel wird für

n = 6520

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

_ 1 wi _ 3 1

50 ^ n ~ 5 ^ 50

wirklich 0,999 übertreffen (s. § 25).

§ 16. Grenzwert der Wahrscheinlichkeiteii.

Wir wenden uns wieder zu der Summe

irgendwelcher unabhängigen Größen

X, Y, Z,..., W
und beschäftigen uns mit der Ableitung eines angenäherten Ausdrucks
für die Wahrscheinlichkeit, daß die Summe in den Grenzen

a -f. 6 + c + .
.

. + Z + 2f, ]/2 («7- «2^+ \- ¥ + ••• + \ - P)

und

a + h-^c+--- + lJrt2 V2(a, - a' + b, ~ b' -^ •-}- l^
~ l^)

enthalten ist, worin

a, b, Cj . . ., l und a^, b^, c^, . . ., l^

dieselbe Bedeutung wie früher haben, t^ und t^ aber willkürliche Zahlen
sind, wobei t^ > t^ ist.
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Auf diesen wichtigen Ausdruck

wurde von uns schon hingewiesen bei dem Beweis des Beunoulli sehen

Theorems.
|

Damals wurde dieser Ausdruck für einen besonderen Fall, der dem
|

Bernoullt sehen Theorem entspricht, gefunden; jetzt aber werden wir i

denselben Näherungsausdruck der Wahrscheinlichkeit für alle Fälle ab-
j

leiten.

Wir bezeichnen der Kürze halber:

alle möglichen verschiedenen Werte X mit dem einen Buchstaben x,

Y y,

Z z.

W
und die Wahrscheinlichkeiten dieser Werte mit den Buchstaben

Q, (3, r, . . ., 03.

Ferner verabreden wir, mit dem Buchstaben ^ solche Summen zu

bezeichnen, die sich über alle Werte

Xj y, 2, . . ., w

erstrecken, und dem entsprechend auf die Größen

Q, ^, T^y
' ; ^'i

zur Bezeichnung aber einer Summe, die nicht über alle Werte

X, y, 2, . . ., tv

erstreckt wird, wenden wir das Symbol ^' an. Bei diesen Verabredun-

gen haben wir

^o = So 2r-'-'-^^-h
2qx = a, ^öy = h, ^ts = c, . . .,

^(dw = l,

und für jedes mögliche Zahlensystem

X, y, z, . . ., u-
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wird das entsprechende Produkt

QÖT ... 09

die Wahrscheinlichkeit ausdrücken^ daß die Gleichungen bestehen

X^x, Y=y, Z = z, ..., W=tv

kraft des Multiplikationssatzes der Wahrscheinlichkeiten, angewendet

auf unabhängige Ereignisse. Aus dem Additionssatz kann man leicht

schließen, daß die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

aJrh--- + l-\-t, y2A <X-{-Y--- + W<a-{-h--- + l + t,y2A,

worin

durch die Summe dargestellt wird

^ Qör . . . (Oj

welche über alle die Werte

X, y, s, . . ., IV

erstreckt wird, die den Ungleichheiten genügen

fi y2A <:x + y i- 0+ ' • i- w — a — h- c l<i^y2A

oder, was ganz dasselbe ist, den Ungleichheiten

*-'-~*-y2A <x+--- + tv- a l-*'-^~*'y2A<*^-^--*^y2Z

Mit Hilfe des wichtigen Dirichlet sehen Faktors werden wir diese

Summe

^ Qör . . . GJ

in eine andere verwandeln, welche sogar über alle Werte

X, y, 2, . . ., tv

erstreckt wird.

Um den DiiaCHLET sehen Faktor zu erhalten, bemerken wir vor

allem, daß das Inteo-ral

yj^^^äi

worin a eine Konstante ist, den Wert -f 1 hat für a > 0, den Wert
— 1 für «< und den Wert Null für a = 0.
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Deshalb zeigt die einfache Gleichung

-30 -00 -30

daß das Integral
+ 00

— 00

worin ß und y konstante Zahlen sind und ß > 0, den Wert 1 hat, wenn

-ß<7<ß
den Wert 0, wenn y außerhalb der Grenzen

— ß und + ß

liegt, und endlich den Wert 1 : 2, wenn y mit einer der Zahlen — ß und

-j- ß zusammenfällt.

Kraft der Gleichungen

+ 00

r8in|?|^inj-|^^_Q
und e)"ä = COS"/; + « sinj^l,

— 00

worin i = ]/— 1, haben wir

+ 00 +00

JC J l ^ J 5
-00 -00

Folglich muß für /3 > sein

+ 00

1 A'"ile^rlrf| = l, wenn - /3 < y< /J,

'^ J 5
— 00

+ 00

1 Ain£| ^.y^^. _ Q ^^j^j^ v<- ß oder 7 > ft

— cc

+ a

1 / sin^a
^.>g^ j _ 1

^ wenn y^-ß oder ^ = Z^-

— CIO

Dies beachten wir und fügen zu jedem Produkt oör . . . 03 den ent-

sprechenden Faktor



§ 16. Grenzicert der Wahrscheinlichkeiten. 71

worin

ß = *'~-'-r2A

und

'v = T. 4- ')! A- • ' • A- ivi — n, — h — • • — / — '^y = x-\-y^..-A^w-a-l .-/- *'^-+ ^' y2Ä
und betrachten sodann die Summe

^j HoöT . . . Od.

Wenn keine der beiden Zahlen

a-\-h-\- c4 h^ + ^i V^Ä und a + h + c -\ h ? + ^2 V^lL

zu der Zahl der Werte

X + y -\- .? -\ h tv

gehört^ so wird der Faktor H Null sein für alle Glieder der Summe

SHqÖT . . . CO

mit Ausnahme derjenigen, denen die Ungleichheiten entsprechen

t^ ]/TÄ <x + y -\- z -\ Vw — a — h — c l<t^y2Ä.

P^ür diese letzteren ist

und daher kommt die Summe

^HqÖX . . . 03

gerade auf dieselbe Summe hinaus

^ QÖt . . . 03,

welche die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten ausdrückt

t,y2Ä<X+ Y-^ Z-] ^ w-a-h-c l<t, y2A.

Wenn dagegen die Summe

x + y + z ] h w
gleich

a^h ^ c^ • ' -t-l -\-t^V2A. oder a + 1 -\- c + - • -\-l ^ U^ ]/¥ä

werden kann, so kann der Faktor H den Wert 1 : 2 erhalten.

Es wird dann, wie leicht zu sehen, die Summe

^HqÖT . . . 03

gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Summen, von denen die

eine die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

t, |/2^<X+ Y+ Z-\- h W-a-h-c l<t^y2Ä
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ausdrückt, die andere aber die Wahrscheinliclieit derselben Ungleich-

heiten mit Hinzunahme der Fälle der Gleichungen

X+ r+^+---+ W-a-h-c l = t,y2Ä
und

X + r+ Z + • • • + W- a-h-c 1 = t,y2A,

Mit anderen Worten, die Summe

unterscheidet sich von

nur um die Hälfte der Wahrscheinlichkeit, daß eine der beiden Glei-

chungen erfüllt ist:

X+ r+Z+..-+ w-a-h-c l = t,y2Ä

und

X+Y+Z }-"+ W-a-h-c l = uy2Ä.

Vernachlässigen wir also die Wahrscheinlichkeit dieser letzten Glei-

chungen, indem wir sie für unmöglich oder wenig wahrscheinlich an-

rechnen, so können wir die Summe

^HqÖT ...03

als die Wahrscheinlichkeit betrachten, daß

X + r + ^ -h • • • + 1^

innerhalb der Grenzen liegt

a-i^h + c-] -f? + t,V2Ä und a -f & + c -f • • • + ? -f t^y2Ä.

Wir wenden uns zur Summe

^HqÖX ... CO

und vertauschen in ihr H mit dem entsprechenden Ausdruck

wobei wir erhalten

1 K"^^' ^"^'^ j'Vav..
% J2H,6r.--.^\ /,j^.._:'j^:.--e-T-'-rf|,
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worin

£l=^Qör ... CO .
^(x + , + . + --- + <.-«-6-c 1)^

In bezug auf die Summen

bemerken wir vor allem, daß ihre Moduln, allgemein zu reden, kleiner

als Eins sind:

Mod. ^>6^"(^-«)^ £ ^Mod. (>e^'(-^-«)^' = ^q = 1,

V Mod. ^coe''^—^)^ ^ ^Mod. coe*'^— ')^' = ^o? = 1.

Wir werden deshalb bei großer Anzahl der Größen

X, Y, Z, ..., W
den Modul Sl als eine so kleine Zahl betrachten, daß man ihn für alle

Werte von | außer den der Null benachbarten vernachlässigen kann.

Betrachten wir die Entwicklung von 5^ in eine Reihe nach wach-

senden Potenzen von | und beschränken uns auf die ersten Glieder die-

ser Reihe, so wollen wir Sl mit einem einfacheren Ausdruck vertauschen,

der ebenfalls nahe an Null ist, für alle Werte von |, ausgenommen die

der Null benachbarten, und der bei Entwicklung nach wachsenden Po-

tenzen von I dieselben ersten Glieder ergibt.

Zu dem ansjecrebenen Zweck entwickeln wir nach einer bekannten

Formel jeden der Ausdrücke

in eine Reihe und setzen diese Entwicklungen ein in die Summen

Wir erhalten so:

^^^i{x-a)^ = ^Q + it^^Qix — a) — ^^^q(x ~ aY ^
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und ferner finden wir durch Multiplikation der Reihen

worin A den früheren Wert hat:

^ = «j - a^ + fei - 6^ + q - c^ + • • • + ?i
- ?'•

Mit genau denselben Gliedern

beginnt aber auch die Entwicklung der Exponentialfunktion

e 2

nach Potenzen von % die bei allen Werten von |, außer den der Null
.

benachbarten^ nahe an Null ist, wenn A eine große Zahl ist. Setzen wir
,

diese Funktion an Stelle von 5i ein, so erhalten wir für die Wahrschein- i

lichkeit der Ungleichheiten

t^ y2A <X+Y-{-Z-i---'i-W-a-h-c l<t, Y2A

einen angenäherten Wert in Gestalt des Integrals

— 00

welches gleich ist

^^^^i 11/2^ cos -*^i*^ ^y2Ä e-^^^"
2 / ""

2 '^ 2

7C .,

und leicht zurückgeführt werden kann auf die Differenz

wenn gesetzt wird

Auf der andern Seite kann man leicht zeigen, daß das Integral

ß'^'-e-l-ät,
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ivorin 't nicht von l abhängt, gleich ist

t

In der Tat, setzt man zur Abkürzung

»j- f
e ^ dt=r

und betrachtet V als Funktion der Veränderlichen ty so erhält man durch

Differentiation unter dem Integralzeichen

00

4^ = 1 fe-ifcoBttdt.
dt n J

Abermalige Differentiation ergibt

00 QO

V 2 /* - 1 "2
. 4 /* . <' - -

-, = - I e ^^ t ^mttdt, == — / sin^J<i(e *Inj -Jt J
d^V
dt'

woraus wir durch die Inteo^ration nach Teilen ableiten:

00

d^V 4:t r -^^' ^C 7C C^a« V
dt

und ferner

Folglich ist

dt ^^ '

wo J5' eine Konstante bedeutet, und

denn für ^ = muß sein

F=0.

Es bleibt die Bestimmung von der Konstanten E. Die Zahl H fällt

d V
zusammen mit dem Wert der Ableitung ,, für ^ = 0. Gibt man aber
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d V
t den Wert Null, so findet man, daß der entsprechende Wert von ,

ausgedrückt wird durch das Integral

30

o /• 1 ^..

welches gleich ist

Also ist

und endlich

2

ü 'i

Die von uns gegebene Ableitung für den Annäherungswert der

Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

t^ y2A <X-irY-{-Z+---+W-a-h-c l<t,y2Ä

gibt keinen Hinweis auf das Maß des Fehlers dieses Annäherungswertes,

Wir können nur nach Analogie dessen, was festgestellt wurde beim

Beweis des Bernoulli sehen Theorems, vermuten, daß das Integral

bei den bekannten Bedingungen als Grenzwert dient für die oben ange-

o-ebenen Ungleichheiten, dies nenne ich das Theorem des Grenziverts der

Wahrseheinlichkeiten.
Am Ende des Kapitels ist eine Reihe von Abhandlungen angegeben,

in denen man Beweise des Theorems vom Grenzwert der Wahrschem-

lichkeiten finden kann, und wo auch Fälle angegeben sind, in denen da&

Theorem nicht gilt. Hier setzen wir nur einen einfachen Beweis de&

unten folgenden Theorems von den mathematischen Hoffnungen ausein-

ander, aus denen man den entsprechenden Satz über den Grenzwert der

Wahrscheinlichkeiten ableiten kann, wie dies die Ausführungen Tsche-

BYSCHEFFs und meine über die Grenzwerte von Integralen zeigen.
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§ 17. Theorem von den nitatliematischcn Hoffnungen.

Haben wir filr die unbegrenzte Beihe unabhängiger Größen

X^, X.2, . . ., X^, . .

.

m. H. X, =1 a,, m. H. (X, - a,)' = c, , m. H. Mod. (X, - «,)« = c,(^\

und genügen die Zahlen c^, c^'- der Bedingung, daß die beiden Quotienten

(c,+c, + --- + 0"~'

für
« = 3, 4, 5, . . .

dem Grenzwert Null zustreben zugleich mit , so nähert sich die maihe-^ n '

malische Hoffnung der Potenz

( ^1 + X, + • +-X,,- a,—a^--- -a^\rn

\ |/2(c,TV+ •
• • +"V> 1

'

deren Exponentm eine beliebige positive ganze Zahl ist, dem ganze Grenzwert

1

^Jre-^dt,

'Wenn n unbegrenzt wächst.

Beweis.

Gemäß einer bekannten Verallgemeinerung der Newton sehen For-

mel haben wir

worin /S"-^• ' eine symmetrische Funktion der Diiferenzen

X^ — a^, X.2 — a^, . . ., X^ — a,^

bedeutet^ zu deren Bestimmung eines ihrer Glieder

dienen kanu^ und die mit dem Symbol^ bezeichnete Summe über alle

Kombinationen der positiven Zahlen a, ß, . . ., l zu erstrecken ist, wel-

che der Bedingung genügen
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Hieraus schließen wir vermöge der früher aufgestellten Sätze über

die mathematischen Hoffnungen von Summen und Produkten

m. H. (X^ + X, . .

. + X„ - a, - «, .

.

.
- "J"'=^ „,

'"'
,,

(?«-'^' •• /-

worin (^«z^, ••,/.
^jjg mathematische Hoffnung der Summe S'-'i^-'"'^- be-

deutet, und aus dieser Summe erhalten wird durch Vertauschung der Po-

tenzen der Differenzen

Xj — a^, X^ — a.,, . . ., X^ — a^^

mit den mathematischen Hoffnungen dieser Potenzen. Und da die mathe-

matischen Hoffnungen der ersten Potenzen der Differenzen

X^ — a^, X^ — a.,, . . ., X^ - a,,

gleich Null sind, so können von den Ausdrücken

nur diejenigen von Null verschieden sein, für welche jede der Zahlen

a, ß, . . ., l

größer als Eins ist.

Berücksichtigt man zugleich, daß die mathematische Hoffnung jeder

Zahl nicht größer ist, als die mathematische Hoffnung ihres absoluten

Betrags, so kann man ohne Mühe die Ungleichheiten ableiten

Mod. (;'^'*^>--.^-

<
(Ci +c,-\ hO^

(ci + • • • + c,/ (ci -f • • • + cy (c, + • • • + o 2

Diese Ungleichheit aber zeigt, daß für die Bedingungen des Satzes

der Quotient

m '

(Ci + Ca H h C;,)
^

indem
ci i- ß i- \- X = m

sich dem Grenzwert Null zugleich mit — nähern muß, wenn sich nur

unter den Zahlen a, ßy . . ., k von 2 verschiedene vorfinden.

Bei ungeradem m können die Zahlen a, ß, . . ., l, deren Summe
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gleich m ist, nicht alle gleich 2 sein, und deshalb muß für alle mög-

lichen Kombinationen a, ß^ . . ., X der Bruch

m

(ci + c^H—\-cy

sich zugleich mit — der Grenze Null nähern.^ n

Bei geradem m gibt es aber eine und nur eine Kombination der

Zahlen a, ß, . . ., k für die der Bruch

m

(Ci H-CgH hcj^

sich dem Grenzwert Null nicht nähern kann zugleich mit — : diese ein-

zige Kombination besteht aus Zahlen gleich 2.

Deshalb muß bei ungeradem m sein:

Grenzw. der m. H. - '-^—^-^^-==:^=L=z=^=zi:z:^r==z^
'^ =0

1 y2(c, +c,H----4-o n= a-

dt',

bei geradem m muß sich die folgende Differenz dem Grenzwert Null

nähern

worin (5^2,2, ,2 ^jg symmetrische Funktion der Größen

bedeutet, die vollständig bestimmt ist durch eines ihrer Glieder

Cj ^2 • • . C ,ji

2

Auf der andern Seite haben wir nach derselben Newton sehen For-

mel bei geradem m

worin ^.*''»v-,w ^^^ syaimetrische Funktion der Größen c^, c^, - - -, c^

bedeutet, welche aus einem ihrer Glieder
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bestimmt wird, und die durch das Symbol ^ bezeichnete Summation

«ich erstreckt auf alle Kombinationen der ganzen positiven Zahlen ^i^

V, . . ., CO, welche der Bedingung genügen

Man kann auch leicht die Ungleichheit begründen

(Ci" + c/ + • • • + cj') (q^' +c/+'--+ c/) . . (c/" + c{^ + • • • + c:%

welche zeigt, daß bei unseren Voraussetzungen der Quotient

TT,«, ''j- • -jO'

m

sich dem Grenzwert Null nähern muß zugleich mit — , wenn nur nicht

alle Zahlen ^, v, . . ., a der Eins gleich sind.

Aus diesem Grunde schließen wir, daß die Differenz

(c, +€, + + CA 2 _ /m A G^'^'-
-

'

{€,+€,-] hcj-

«ich dem Grenzwert Null nähern muß zugleich mit -^ •

Setzen wir dieses Resultat in das oben gefundene ein, so können

wir schließen, daß bei unbegrenztem Anwachsen der Zahl n die mathe-

matische Hoffnung der Potenz

(
X, + X, + :_±x^-1^3

>/2(q -f C2 + --- + CJ I

worin m eine positive Zahl bedeutet, sich einem Grenzwert nähert, wel-

cher der Zahl
ml 1 • S • 6 • m — 1

gleich ist, der auch das Integral gleich ist

Damit ist das Theorem von den mathematischen Hoffnungen be-

wiesen.
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Anmerkung. Bei der Formulierung des Theorems braucht man

den zweiten der von uns erwähnten beiden Brüche

nicht zu erwähnen, da ja er vermöge der Ungleichheit

^k ^ ^k y

deren Beweis keine große Mühe macht, sich zugleich mit dem

Grenzwert Null nähern muß, wenn sich nur der erste Bruch demselben

Grenzwert nähert für alle von uns angegebenen Werte von a. Auf der

anderen Seite kann man aus dem von uns angegebenen Beweis schließen,

daß das Theorem von den mathematischen Hoffnungen nicht angewendet

wird auf die Fälle, in denen

der NuU zustrebt zugleich mit , der Quotient

a

aber sich der Null nicht nähert.

§ 18. Das Risiko.

Wir verweilen jetzt bei der Anwendung der Wahrscheinlichkeits-

rechnung überhaupt und des verallgemeinerten Bp:enoulli sehen Theo-

rems im besonderen auf die Frage des Vorteils oder Nachteils mehr oder

w^eniger riskierter Unternehmungen.

Unter der Voraussetzung, daß alle Kapitale sich ausdrücken lassen

in Zahlen für eine bestimmte Maßeinheit, werden wir jede Unternehmung

nur unter dem Gesichtspunkt der Vergrößerung oder der Verkleinerung

der Kapitale der verschiedenen Personen betrachten.

Der Begriff des Vorteils oder des Nachteils einer Unternehmung

für eine gegebene Person stellt sich vollkommen klar dar nur in den

Fällen, wenn kein Zweifel darüber bestehen kann, ob diese Unternehmung

das Kapital der Person vergrößern muß oder im Gegenteil verkleinern:

vorteilhaft sind alle Unternehmungen, die zweifellos das Kapital ver-

größern, unvorteilhaft alle, die das Kapital unzweifelhaft verkleinern.

Markoff- Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 6
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Vollkommen anders wird das Verhältnis für riskierte Unterneh-

mungen^ d. h. für solche, welche die Kapitale der Teilhaber sowohl ver-

oTÖßern wie verkleinern können. Wir bemerken, daß man vom mathe-

matischen Gesichtspunkt aus schwerlich umhin kann, nicht alle Unter-

nehmungen mehr oder weniger riskiert zu nennen.

Für riskierte Unternehmungen hat der Begriff des Vorteils oder

Nachteils bereits nicht mehr einen vollständig bestimmten Sinn.

Man kann freilich sagen, daß alle Unternehmungen vorteilhaft sind,.

bei denen man mit großer Wahrscheinlichkeit einen Gewinn an Kapital

erwarten kann, wenn außerdem ein möglicher Verlust nicht nur unwahr-

scheinlich sondern geringfügig sein wird. Es wird kaum jemand, diese

Behauptung bestreiten.

Bei ihrer Unbestimmtheit aber kann sie nicht als allgemeine Grund-

lage zur Unterscheidung vorteilhafter Unternehmungen von nicht vor-

teilhaften dienen. Außerdem schließt die Bedingung, daß der mögliche

Verlust unbeträchtlich sein soll, mit Unrecht aus der Zahl der vorteil-

haften Unternehmungen die mehrfache Wiederholung der Unternehmung

aus, wie vorteilhaft diese Unternehmung auch sein mag.

Wenn wir uns bemühen, eine Grenze zwischen vorteilhaften und

nicht vorteilhaften Unternehmungen zu ziehen, sind wir genötigt, zu den

vorteilhaften Unternehmungen auch solche zu rechnen, die vom gewöhn-

lichen Gesichtspunkt aus kaum für vorteilhaft gelten können wegen des

mit ihnen verknüpften Risikos. Für Unternehmungen, die eine Auf-

zählung aller ihrer möglichen Resultate mit Angabe ihrer Wahrschein-

lichkeiten zulassen, dient uns als Prinzip der Einteilung in vorteilhafte

und nicht vorteilhafte die mathematische Hoffnung des Kapitalzuwachses.

Wir nennen nämlich eine Unternehmung vorteilhaft, nachteilig oder

unbestimmt in Hinsicht darauf, ob die mathematische Hoffnung des

Kapitalzuwachses für diese Unternehmung eine positive, eine negative

Zahl oder NuU ist.

Diese Einteilung wird gerechtfertigt durch Hinweis auf das verall-

gemeinerte Theorem Bernoullis, wenn die Möglichkeit der unbegrenz-

ten Wiederholung jeder Unternehmung zugelassen wird.

Vermöge des verallgemeinerten Bernoulli sehen Theorems darf

man bei einer hinreichend großen Anzahl von Wiederholungen mit einer

Wahrscheinlichkeit, die der Gewißheit beliebig nahe kommt, einen be-

liebig großen Vorteil erwarten, wenn bei dieser Unternehmung die ma-

thematische Hoffnung des Kapitalzuwachses durch eine positive Zahl
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l
ausgedrückt wird. Wenn dagegen für irgendeine Unternehmung die ma-

thematische Hoffnung des Kapitalzuwachses durch eine negative Zahl

ausgedrückt wird, so darf man hei einer hinreichend häufigen Wieder-

holung derselben erwarten, mit einer Wahrscheinlichkeit^ welche der

Gewißheit beliebig nahe kommt^ daß das Kapital verkleinert wird.

Im dritten Fall endlich, wenn die mathematische Hoifnung des Ka-

pitalzuwachses Null ist, so weist das verallgemeinerte Theorem Ber-

NOULLis nur auf die große Wahrscheinlichkeit hin, daß die Werte klein

sind, welche das Verhältnis der Kapitalsänderung zur Anzahl der aus-

geführten Unternehmungen hat, wenn diese Anzahl hinreichend groß

ist. Es bleibt aber vollkommen unbestimmt, ob diese Veränderung in

einer Vergrößerung oder im Gegenteil in einer Verkleinerung des Ka-

pitals besteht: vermöge des Theorems vom Grenzwert der Wahrschein-

lichkeiten wird die Differenz der W^ahrscheinlichkeiten für die Ver-

größerung und die Verkleinerung des Kapitals beliebig klein, wenn die

Unternehmung hinreichend oft wiederholt wird.

Wir bemerken, daß man die Frage des Vorteils oder Nachteils bei

einem Unternehmen für jeden Teilnehmer besonders betrachten muß, da

ja die Interessen der verschiedenen Teilnehmer entgegengesetzt sein

können und oft zu sein pflegen.

Die Betrachtung des Vorteile oder Nachteils eines Unternehmens

in dem von uns aufgestellten Sinne bedeutet einen der am meisten lei-

tenden Begründangen für die Entscheidung der Frage, soll man an

einem Unternehmen sich beteiligen oder nicht, da diese Betrachtung ja

die Möglichkeit gewährt, über die wahrscheinlichen Ergebnisse viel-

facher Wiederholung der Unternehmung zu urteilen.

Wenn auch dieser leitende Grundgedanke durchaus nicht als ein-

ziger benannt werden kann, gibt es doch keinen anderen ebenso be-

stimmten.

Sowohl bei vorteilhaften wie bei unvorteilhaften Unternehmungen
muß man ins Auge fassen nicht nur das wahrscheinliche Resultat viel-

facher Wiederholung, sondern auch die möglichen Resultate einiger

Wiederholungen. Bei der unbegrenzt vielmaligen Wiederholung eines

vorteilhaften Unternehmens wird der Gewinn äußerst wahrscheinlich;

aber eine solcheWiederholung kann verschiedenen Hindernissen begegnen,

von den eines im Ruin der betrachteten Person besteht. Es ist deshalb

wichtig, die Wahrscheinlichkeit der Annahme zu bestimmen, daß bei

mehrmaliger Wiederholung der Unternehmung der Verlust nicht eine

gegebene Größe übertrifft.



g4 Über die Summe unaWiängiger Größen.

Hier kann der Näherungswert der Wahrscheinliclikeit in Form des

bestimmten Integrals

;./'-

h

nützlich sein, den wir als Grenzwert der Wahrscheinlichkeit angegeben

haben.

Eine endgültige Entscheidung der Frage, ist es ratsam oder ist es

nicht ratsam am Unternehmen sich zu beteiligen, hängt von rein sub-

jektiven Vorstellungen und von dem zugelassenen Risikograd ab. Die

Theorie kann nur einen gewissen Maßstab für das Risiko geben, sie

kann aber nicht bestimmen, welchen Grad des Risikos man statthaft

nennen muß.

Ganz ähnliche Bemerkungen gelten für unvorteilhafte Unternehmen.

Alle Projekte wirklicher Bereicherung mittels unvorteilhafter Un-

ternehmungen beruhen auf Irrtum. Freilich kann die Ausführung eines

unvorteilhaften Unternehmens bisweilen für vernünftig gelten; in sol-

chen Fällen nämlich, wenn dieses unvorteilhafte Unternehmen die Wahr-

scheinlichkeit großer Verluste vermindert, die mit Ruin bedrohen.

Wir woDen das Gesagte durch einfache Beispiele erläutern.

Wir wollen annehmen, daß irgendein Unternehmen nur zwei Fälle

vorlegen kann, von denen der eine eine Vergrößerung unseres Kapitals

um 10 Rubel ergibt, der andere aber im Gegenteil eine Verminderung

um 1200 Rubel. Ferner sei die Wahrscheinlichkeit des ersten 0,99, die

des zweiten aber 0,01.

Die mathematische Hoffnung unseres Vorteils bei diesem Unter-

nehmen wird also in Rubeln durch die negative ^lahl ausgedrückt:

0,99 X 10 - 0,01 X 1200 = - 21

,

was auf die Unvorteilhaftigkeit des Unternehmens weist.

Führen wir es einmal aus, so können wir mit hinreichend großer

Wahrscheinlichkeit (0,99) rechnen, eine kleine Summe (10 Rubel) zu

gewinnen, aber wir riskieren, eine viel größere Summe (1200 Rubel) zu

verlieren, wenn auch mit kleiner Wahrscheinlichkeit (0,01).

Wenn wir aber in der Absicht der Möglichkeit einer Bereicherung

das Unternehmen unbegrenzt vielmal wiederholen werden, so wird das

wahrscheinliche Resultat dieser Wiederholung nicht Bereicherung, son-

dern Ruin. So zeigt sich schon bei hundertfacher Wiederholung die

Wahrscheinlichkeit des Gewinns beträchtlich kleiner, als die Wahrschein-
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lichkeit des Verlustes; denn die Wahrscheinlichkeit des Gewinnes bei

hundertfacher Wiederholung des Unternehmens wird durch die Zahl aus-

gedrückt

(0,99)100 4. 0,36603

und deshalb ist die Wahrscheinlichkeit des Verlustes gleich

1 -(0,99)100^^0,63397.

Dabei bringt eine hundertfache Wiederholung des Unternehmens

den möglichen Gewinn nicht einmal auf die Höhe des möglichen Ver-

lustes bei einem Unternehmen.

Wiederholt man aber das Unternehmen 10 000 mal, so erreicht der

mögliche Gewinn 100 000 Rubel, aber die Wahrscheinlichkeit dieses

Gewinns wird ausgedrückt durch die sehr kleine Zahl

99J.Q
(0,99)10000 + !^.

Auch wird nicht nur die Wahrscheinlichkeit, einen Gewinn von

100 000 Rubel zu haben, sehr gering, sondern es erweist sich die Wahr-

scheinlichkeit, überhaupt Gewinn zu haben, sehr klein, wenn man das

Unternehmen 10 000 mal wiederholt.

In der Tat wird die Wahrscheinlichkeit irgendeinen Vorteil zu

haben, wenn man das Unternehmen 10 000 mal wiederholt, durch die

Summe von 83 Gliedern ausgedrückt:

(0,99)10000 _^ 10 000 (0,99)^^^'^ (0,01) + • • • +

+ i.^'8'vi:i'''^(0.99)-H0,01)^^

von denen der letzte

TT^^-sl^T r^^Wis (0'99)-- (O.Ol)-

kleiner ist als die Zahl

V
lOOOü /9900\9918 /100\«2_ .^„„o

2:t . 82 . 9918 •

I99I8J V82 / " ^'^^ ^
iö -.

Das Verhältnis dieser Summe aber zu ihrem letzten Glied ist, wie

l
man sich leicht überzeugt, kleiner als

1 _ 9919 _ r K

8"2T99 ~ 1801 ~ ^ '

9919^
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Da nun das Produkt der Zahlen

0,0077a ... und 5,5 .. .

kleiner als 0,05 ist, so ist die von uns betrachtete Wahrscheinlichkeit

des Gewinns bei 10 000 -facher Wiederholung des Unternehmens kleiner

als 0,05.

Endlich ergibt sich bei 1000 000 -facher Wiederholung des Unter-

nehmens nicht nur eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit, Gewinn zu er-

langen, sondern auch dafür, daß der Verlust kleiner ist, als die tüchtige

Summe von 100 000 Rubel. Nehmen wir Zuflucht /u den Annäherungs-

werten, so können wir für die letztere Wahrscheinlichkeit annehmen

hß-'''-^-v-^ß-"'''
t

_

worin t bestimmt wird durch die Gleichung

{np + t y2fi]pq) Ä-{nq- t]/2npq) B = - 100 000

für

w = 1000000, i?
= 0,99, g = 0,01, ^ = 10, 5=1200.

Die angegebene Gleichung gibt für t die Größe

2000 000 .

.

1210 "|7l9 800
^

wofür der Betrag des Integrals

t

kleiner wird als 1 : 10^^. Wir bedienen uns hier^ der bekannten Un-

gleichheit

/' ''äK'll,

die man leicht mit Hilfe der Integration nach Teilen aufstellen kann.

Um ferner ein Beispiel eines vorteilhaften Unternehmens zu haben,

behalten wir alle Bedingungen des eben betrachteten Beispiels bei, außer

einer: wir nehmen nämlich als Größe des möglichen Vorteils nicht

10 Rubel an, sondern 20 Rubel. Dann drückt sich die mathematische

Hoffnung des Gewinnes in Rubeln aus durch die positive Zahl

20 X 0,99 - 1200 X 0,01 = 7,8,

was auf die Vorteilhaftigkeit des Unternehmens hinweist.
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Die einmalige Unternelimung bedeutet, wie auch im vorigen Bei-

spiel, einen unbeträchtlichen Gewinn (20 Rubel), verbunden mit dem

Risiko, eine viel größere Summe (1200 Rubel) zu verlieren. Bei hundert-

facher Wiederholung des Unternehmens hört die Wahrscheinlichkeit

des Verlustes schon auf, eine sehr kleine Größe zu sein: sie wird dann

aussredrückt durch die Differenz

100
1

^9 1

1 - (0,99)100
I

i

gleich

0,2642

mit einer Genauigkeit von 1:2- 10"^.

Wenn wir aber die Möglichkeit haben, das Unternehmen beliebig

oft zu wiederholen, so können wir auf Bereicherung rechnen mit einer

W^ahrscheinlichkeit, die der Gewißheit so nahe kommt, als man will;

übrigens wird schließlich die Möglichkeit des Ruins nicht zerstört.

Wiederholt man das Unternehmen 10000 mal, so wird die Wahr-

rscheinlichkeit des Verlustes durch die Summe ausgedrückt

1 . 2 . • • 10 000 (0,99)^«^« (0,01)164 j^
1 . 2 . . . 164 • 1 • 2 . •

• 983

-^^^i -• ^-^.^^^
(0,99)'^«^^ (OmW' + •

1 • 2 • • • 165 • 1 • 2 • • • 9885 ^^ ^ \^y J ^

iund wird kleiner sein als

v^
10 000

" /9900yJ836 /100\16*
1^

164 9836 ' \9536/ \l64J T^T"?^^^
^

165 • 99

.dieser letztere Bruch aber ist kleiner als 1 :
10^.

Endlich, wenn man das Unternehmen 1000000 mal wiederholt, so

wird die Wahrscheinlichkeit, einen Gewinn von 1000000 Rubel zu haben

der Einheit sehr nahe. Greifen wir nämlich zur angenäherten Berech-

nung, so können wir für die letzte Wahrscheinlichkeit annehmen

00 t 00

± fe-^'-dt^ ] + \ fe-^'df = l- ] fe-'-dt,

-t t

worin t durch die Gleichung bestimmt wird

{np - f yWnpq) Ä-{nq + ty2npq) B = 1000 000

,

für

n = 1000 000, p = 0,99, q = 0,01 , ^ = 20, B= 1200.
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Die angegebene Gleichung gibt für t den Betrag

6800 000
^. > 30,

für den die Differenz

1220 |/19 800

00

sieb von der Einheit um eine Größe unterscheidet, die kleiner ist als

60 '

Aus dem zweiten Beispiel können wir ein drittes ableiten, wobei

der Vorteil durch Nachteil ersetzt wird. Ein Unternehmen, das einen

Gewinn von 1200 Rubel mit der Wahrscheinlichkeit 0,01 und einen Ver-

lust von 20 Rubel mit der Wahrscheinlichkeit 0,99 ergibt, ist nicht vor-

teilhaft, da ja die mathematische Hoffnung des entsprechenden Gewinnes

in Rubeln durch die negative Zahl ausgedrückt wird

1200 X 0,01 - 20 X 0,99 = - 7,8

.

Deshalb kann man die vielfache Wiederholung des Unternehmens

mit der Absicht auf Bereicherung nicht empfehlen. Es kann zwar ge-

stattet sein, es einigemal zu wiederholen, angesichts der Geringfügigkeit

des Verlustes. Es kann auch die Vereinigung dieses Unternehmens mit

einem anderen vorteilhaften aber riskierten vernünftig genannt werden.

Nehmen wir z. B. an, daß irgendein Unternehmen einen Verlust

von 1100 Rubel und einen Gewinn von 120 Rubel entsprechend gewährt

in den Fällen, wenn das eben ])etrachtete Unternehmen einen Gewinn

von 1200 Rubel und einen Verlust von 20 Rubel gewährt.

Vereinigt man jetzt mit dem neuen vorteilhaften aber riskierten

Unternehmen das soeben betrachtete ungünstige, so stellen wir uns einen

wahrscheinlichen Gewinn von 100 Rubel fest. Auf ähnlichen Prinzipien

beruhen die verschiedenen Arten der Versicherung.

§ 19. Das Risiko beim Spiel.

Mit dem Begriff der vorteilhaften und unvorteilhaften Unternehmun-

gen ist eng verbunden der Begriff der ehrlichen und unehrlichen Spiele.

Spiel nennen wir hier nicht eine Unterhaltung, sondern jedes Unter-

nehmen, welches die Möglichkeit verschiedenartiger Änderung des Ka-
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pitals jedes Teilnehmers für sich bietet, welches aber ihr gemeinsames

Kapital nicht ändert.

Außerdem werden wir, ähnlich wie früher voraussetzen, daß man

für jeden Teilnehmer alle möglichen Veränderungen seines Kapitals auf-

zählen und ihre Wahrscheinlichkeiten angeben kann.

Die Teilnehmer des Spieles werden wir Spieler nennen und sie im

Bedarfsfalle voneinander unterscheiden durch die Ziffern

1,2,3,...

oder die Buchstaben A, B, C, • •. Es mögen

Xj, X2, X3, . . .

entsprechend, für die Spieler

1,2, 3,...

der Anwachs ihrer Kapitalien sein, der aus dem Spiel erfolgt.

Da das Spiel nichts ändert an der Gesamtsumme der Kapitale aller

Spieler, so muß sich für die Summe

X, + X, + X3 + . .

.

der Zuwachsgrößen der Kapitale aller Spieler Null ergeben. Deswegen

muß auch die Summe der mathematischen Hoffnungen dieser Größen

Null sein:

m. H. Z, + m. H. X2 + m. H. X3 + . . . = 0.

Folglich muß es, wenn für einige Spieler die mathematische Hoff-

nung des Kapitalzuwachses aus dem Spiel durch positive Zahlen aus-

gedrückt wird, auch solche Spieler geben, für welche die mathematische

Hoffnung des Zuwachses ihrer Kapitale aus demselben Spiel durch ne-

gative Zahlen ausgedrückt wird. Es wird dann für einige Spieler das

Spiel ein vorteilhaftes Unternehmen sein, für andere aber ein unvorteil-

haftes-, und wenn das Spiel unbegrenzt oft wiederholt wird, können die

Spieler, für die es vorteilhaft ist, fast mit Gewißheit darauf rechnen, den

anderen, für die es unvorteilhaft ist, etwas abzugewinnen.

Hieraus ergibt sich folgende Bedingung für ehrliches Spiel: Die ma-

thematische Hoffnung muß für jeden Spieler Null ergehen.

Für ein unehrliches Spiel kann man fast mit Bestimmtheit voraus-

sagen, wer von den Spielern bereichert und wer ruiniert wird, bei un-

begrenzter Wiederholung des Spieles.

Hinsichtlich eines ehrlichen Spieles aber kann man keine solche

Prophezeiung machen. Man darf aber dabei nicht annehmen, daß viel-

fache Wiederholung des ehrlichen Spiels nicht zu beträchtlichen Ver-
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änderungen der Kapitale der Spieler führen und keinen Spieler ruinieren.

Aus den von uns bewiesenen Sätzen folgt das nicht und kann es auch

nicht folgen.

Das verallgemeinerte BEKNOULLische Theorem weist nur auf die

große Wahrscheinlichkeit hin, daß die Verhältnisse der Kapitalsänderuu-

gen der Spieler zur Anzahl der Wiederholung des ehrlichen Spieles klein

sind*, aber für kleine Größen dieser Verhältnisse können die Änderungen

selbst groß sein. Das Theorem aber vom Grenzwert der Wahrscheinlich-

keiten offenbart die Kleinheit der Wahrscheinlichkeit, daß die Kapitals-

änderungen der Spieler klein bleiben bei vielfacher Wiederholung des ehr-

lichen Spieles. Aus demselben Theorem über den Grenzwert der Wahr-

scheinlichkeiten folgt, daß für jeden Spieler die Wahrscheinlichkeit, einen

beliebig großen Gewinn zu erlangen und einen beliebig großen Verlust

zu erlangen ein und demselben Grenzwert Yg sich nähert, wenn die An-

zahl der Wiederholungen des ehrlichen Spieles unbegrenzt zunimmt.

Die Bedingung des ehrlichen Spieles dient als leitender Grund

bei den GeldBerechnungen zwischen den Teilnehmern solcher Unter-

nehmungen, welche unter den von uns gegebenen Begriiff des Spieles

fallen. Oft wird indessen von dieser Bedingung Abstand genommen,

wovon das Ergebnis sich in der Bereicherung einiger Personen auf Rech-

nung der anderen sich ausdrückt. Das pflegt bei solchen Fällen einzu-

treten, wenn das Spiel stattfindet in der mehr oder weniger deutlich

ausgesprochenen Absicht einiger Teilnehmer, es unbegrenzt oft zu wieder-

holen, während die anderen Teilnehmer wechseln.

Wenn aber die Veranstalter des Spieles die Bedingung ehrlichen

Spieles für die übrigen Teilnehmer einhielten, dann würde ihr Ziel nicht

erreicht werden, sie setzten sich großer Gefahr des Ruins aus.

Was aber die übrigen Teilnehmer betriift, deren jeder nur eine ver-

gleichsweise geringe Anzahl von Malen am Spiel teilnimmt, so können

sie ihre Beteiligung daran auch für vernünftig halten, auch bei einiger

nicht allzu großer Verletzung der Bedingung des ehrlichen Spieles, wenn

das Unternehmen sie nur von einem anderen Risiko bewahrt, wie dies

schon in einem besonderen Beispiel erläutert wurde, bei der Betrachtung

vorteilhafter und unvorteilhafter Unternehmungen.

Hier könnte die Frage nach gestattetem Grad der Verletzung der

Bedingungen des ehrlichen Spieles entstehen. Aber auf diese Frage kann

man keine bestimmte Antwort geben; ähnlich dem, wie wir früher uns

versagten einen zugelassenen Grad des Risikos anzugeben.

Es muß bemerkt werden, daß es auch solche Methoden der Ver-
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Sicherung gibt, die vor keinem Risiko bewahren, sondern in allen Fällen

den Versicherten einen größeren oder kleineren Verlust bringen. Zur

Rechtfertigung solcher Methoden, die nicht nur von privaten Versiche-

rungsgesellschaften sondern sogar von staatlichen Sparkassen befolgt

werden, kann man nur die höchst zweifelhafte Erwägung beibringen, daß

sie die Leute nötigen, Ersparnisse zu machen.
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Kapitel IV.

Beispiele für die verschiedenen Methoden der

Wahrscheinlichkeitsrechnung.

§ 20. Zwei Urneiiaufgaben und das (irenueser Lotto.

Erste Aufgabe. Aus einer ürue, welche a weiße und Ij schwarze

Kugeln enthält und keine anderen, nimmt man gleichzeitig oder nach-

einander a -^ ß Kugeln, wobei im Fall des nicht gleichzeitigen Ziehens

keine gezogene Kugel wieder zurückgelegt wird in die Urne und keine

neue hinzugelegt.

Es wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß unter

den so gezogenen Kugeln sich a weiße und ß schwarze befinden.

Erste Lösung. Wir nehmen an, daß alle Kugeln in der Urne von-

einander durch Nummern unterschieden werden, übrigens derart, daß

auf den Aveißen Kugeln die Nummern stehen

1, 2, 3, . . ., a

und auf den schwarzen die Nummern

a -{- 1, a-f-2, ...,a-f?>.

Die Nummern der gezogenen Kugeln müssen irgendeine Kombi-

nation bilden von a -\- ß Nummern aus den Nummern

1, 2, 3, ...,a-l-6.

Die Zahl der verschiedenen Kombinationen von a -{- ß Nummern,

die man aus a -\-h Nummern bilden kann, ist gleich

{a + h) (a + 6 — 1) (g 4- ?> - 2) • • • (g -f & — a — ß + 1)

Dementsprechend können wir

(« ±})ifi±b — l)(a -f b — 21^- •_(«+_& — a — ß-\-l)

verschiedene Fälle unterscheiden, von denen jeder im Auftreten von

a Ar ß bestimmten Nummern besteht.
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Von allen diesen Fällen, die allein möglich und unverträglicli sind,

sind dem Auftreten von a weißen und ß schwarzen Kugeln günstig, bei

denen irgendeine Kombination erscheint von c^ Nummern aus der Gruppe

1, 2, 3, . . ., a

zusammen mit irgendeiner Kombination von ß Nummern aus der Gruppe

a + 1, a -\- 2, . . ., a -\-h.

Die Anzahl der verschiedenen Kombinationen von a Nummern, die

man aus a Nummern bilden kann, ist gleich

a{a — 1) • • • (a — ^ + 1)

1 . 2t:; a ?

und die Zahl der verschiedenen Kombinationen von ß Nummern, die

man aus h Nummern bilden kann, ist gleich

ö_(ö-i) •••(?>- ^4-1)
1.2.- •§

Deshalb wird die Zahl der verschiedenen Kombinationen von a-\- ß
Nummern, die man aus der Vereinigung aller Kombinationen von a Num-

mern der Gruppe
1,2,3,...,«

mit allen Kombinationen von ß Nummern der Gruppe

a-fl, (% + 2, ...,a + ?>

bilden kann, durch das Produkt ausgedrückt

a{a— 1) • > • (CT — a + 1) 6 (& — 1) • • -jp — |^ + 1)

12. -ä
'

1-2 •••7?

Daher wird die Zahl der von uns betrachteten Fälle, welche dem

Eintreffen von a weißen und ß schwarzen Kugeln günstig sind, durch

das eben angegebene Produkt ausgedrückt. Folglich wird die von uns

gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß unter den a -\- ß gezogenen Kugeln

sich a weiße und ß schwarze befinden, durch den Quotienten ausgedrückt:

a^a—jy _ia — a^l) hjb — 1) •••
(& — ^ -f 1)

1 • 2 •• a 12-'ß
{a-^b)ia-^h — 1) (a + ?> — 2) • • • (ct -f ft — g — /3 -f 1)

'

1 . 2 . 3 . • • ((. + ß)

welches sich durch eine einfache Umformung verwandelt in

1 Jj 3 • -jj^a + ß) a(ß — 1) • • . (g — g + 1) & (& — 1) • • • (b —ß+ 1)

1 2 • ^a^l- 2 • • • ß' (a + b) {a +T— ij • • • (a -\^h'-a — ß -f 1)
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Zahlenbeispiel: a = 3, fe = 4, a = 2^ ß = 2.

Wir nehmen an^ daß auf den weißen Kugeln die Nummern stehen

1, 2, 3 und auf den schwarzen die Nummern 4^ 5^ 6, 7.

Die Nummern auf den crezoo-enen vier Kuoreln können eine beliebisje

der folgenden

Kombinationen darstellen
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Die Anzahl dieser Arten ist gleich

l-2'--cci-2-ß^

deren jede in der weißen Farbe von a mit bestimmten Nummern be-

zeichneten Kugeln besteht und in der schwarzen Farbe der übrigen ge-

zogenen Kugeln.

Verweilen wir bei einer beliebigen dieser Arten^ so ist zu bemerken,

daß sie auf das gleichzeitige Bestehen von a -\- ß Tatsachen hinaus-

kommt:

^i; -^27 • • •? -^k: • • •? '^a + ^iy

wobei E,^ eine bestimmte Farbe, weiß oder schwarz, der Kugel mit der

Nummer h bedeutet. Die Wahrscheinlichkeit nun für das gleichzeitige

Bestehen aller Tatsachen

wird gemäß dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

durch das Produkt ausgedrückt:

(^i)(^27^i)? •••> {^ky^i^2 ••• ^k~i): •••? ißa +^y^i^2 ••• ^a + ^y_lX

worin

die Wahrscheinlichkeit des Tatbestandes Ej, ausdrückt, wenn die Tat-

bestände bekannt und

£\, E^, . . ., Et^_^,

Um die letztere Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, muß man be-

rechnen, wie oft in den Tatbeständen

£'i, E^, . . ., Ej^_^

die weiße P'arbe der Kusfel anoretroffen wird und wie oft die schwarze.

Wenn in den Tatbeständen

E\y E^j . . ., Ej^_^

die weiße Farbe i-mal auftritt und die schwarze j- mal, wobei i-{-j= 'k—l

ist; so kann, wenn dieser Bestand unzweifelhaft feststeht, die Kugel mit

der Nummer li nur eine von

Kugeln sein, unter denen sich a — i weiße und h —j schwarze befinden.
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Deshalb wird die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel mit der Zahl

k weiß ist, bei diesen Voraussetzungen durch den Bruch ausgedrückt

a -)- b — A: + 1
'

die Wahrscheinlichkeit aber, daß sie bei denselben Voraussetzungen

schwarz ist, wird durch den Bruch ausgedrückt

b-j
a_^7, — /.--f 1

Auf solche Weise erhalten wir

worin
öj. = a—i oder 6j. = h — j

ist, je nachdem 7^\. die weiße oder die schwarze Farbe der Kugel mit

der Nummer h bedeutet-, die Zahlen i und j aber geben gemäß unseren

Ausführungen entsprechend an, wie oft die weiße Farbe und wie oft die

schwarze E'arbe einer Kugel sich vorfindet unter den Tatbeständen

Bestimmen wir nach der angegebenen Regel jede der Wahrschein-

lichkeiten

(E,, E,), (E,, E,E,), . . ., (£'„^_„ E,E, . . . E,^^_,)

und beachten, daß

worin
(?j = a oder ö^ ^ h >

'

so finden wir für die Wahrscheinlichkeit des Eintretens alle]- Ereignisse

Ej^E^ • • • ^a + .i

folgenden Ausdruck
(^1 ^2 '•• ^a+i^

(aJ~VJJa~^b— 1) • • • {a + & —V- ß^-l)'

Der Zähler

dieses Ausdruckes besteht aus a- Faktoren von der Art a — i und ß Fak-

toren von der Art h — j; denn unter allen Tatbeständen

wird die weiße Farbe «-mal angetroffen, die schwarze aber /3-mal.



aus den Faktoren
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ihre Wahrscheinliclikeiteii aber werden nach dem Multiplikationsgesetz

der Wahrscheinlichkeiten durch die Brüche

3 2 4 3 3 4 2 3 ä.±.^.A_ . .„_ . _. . _
^

__ . -^- . -^- . -^ ^ 7 * 6 * 5 ' 4 ^

4323 43 3 2 l^^^.A
T 6" ' T * 4^ T T '

5 ' T ' 7 ' 6 5 ' 4 '

ausgedrückt, welche alle auf ein und denselben Bruch hinauskommen

3

35'

Folglich ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß unter je vier ent-

nommenen Kugeln zwei weiße und zwei schwarze sind, gleich 18 : 35,

wie auf anderem Wege gefunden wurde.

Zweite Aufgabe. Aus einer Urne, welche n Zettel mit den

Nummern
1, 2, 3, ..., 7t

und weiter keine enthält, zieht man zugleich oder nacheinander m Zettel,

wobei im zweiten Fall keiner der gezogenen Zettel in die Urne zurück-

kommt und man auch keine neuen hineinlegt.

Verlangt wird, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß unter den

Nummern der gezogenen Zettel i zuvor angegebene Nummern erscheinen,

z.B. 1, 2, 3, ..., ^.

Lösung. Diese Aufgabe kann man als den speziellen Fall der vo-

rigen Aufgabe betrachten, indem a = a ist. Man kann nämlich die i

Zettel, deren Nummern im Voraus angegeben sind, vergleichen mit den

weißen Kugeln, und die übrigen Zettel kann man' mit den schwarzen

Kugeln vergleichen.

Dieser Vergleich offenbart sofort, daß die Lösung der gestellten

Aufgaben aus der Lösung der vorhergehenden Aufgaben erhalten wird

durch Vertauschung aller Zahlen

a, 1), a, ß

entsprechend mit den Zahlen

?', n — ij i, m — i.

Wenden wir uns aus diesem Grund zu dem früher gefundenen

Ausdruck

1 . 2 . 3 • • • (« -I- ^)_ a{a — l)'--{a — a -f 1) 5 (b — 1) • - • Q>^_±jQ
T^Y^. •"«

• 1 •
2"

• •
/3 {a -\-h){a-\-h — 1) • {a + h — u — § \-\)
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und führen wir darin die angegebene Y ertauschung aus, so erhalten wir

den Betrag der gesuchten Wahrscheinlichkeit in Gestalt des Produktes

1 • 2 . .
. m i{i—l)-'-l'(n~t){n — i—l)---{n-
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und die Zahl der dem Ereignis günstigen Fälle gleich

m {m — 1) • • • {m — i -\-l)
^

1 • 2 • . •
«

und folglich wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß unter den ge-

zogenen m Zetteln sich alle im Voraus angegebenen i Zettel befinden^

durch den Bruch ausgedrückt

m{m — 1) • • • (w — «' + 1)

n {n — 1) •
' (n — i -{- 1)

^

in Einklang mit der früheren Entwicklung.

Wir verweilen z. B. bei dem Genueser Lotto, das früher in Frank-

reich und in vielen Gegenden von Deutschland gespielt wurde. ^) Es

bestand aus 90 Nummern und bei jedem Spiele kamen 5 Nummern her-

aus. Nach der Spielregel des Lottos konnte man diese oder jene Summe

auf eine beliebige Nummer setzen, oder auf eine beliebige Kombination

von zwei, drei, vier oder endlich fünf Nummern-, das hieß entsprechend

einfache Nummer (l'extrait simple), Ambe (l'ambe), Terne (le terne),

Quaterne (le quaterne) und Quinte (le quine).

Wenn sich unter der Zahl der herausgekommenen fünf Nummern

die Kombination derjenigen vorfand, auf welche der Spieler eine Summe

gesetzt hatte, so bezahlte die Leitung des Lottos diesem Spieler eine

verabredete Summe, die in einem bestimmten Verhältnis zur Größe des

Einsatzes stand.

Dieses Verhältnis war

für die einfachen Nummern gleich .

^
15,

für die Ambe 270,

für die Terne 5500,

für die Quaterne 75 000,

für die Quinte 1000000.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens der ein-

fachen Nummeru, Ambe, Terne, Quaterne und Quinte muß man in dem

von uns gefundenen Ausdruck

m {m — 1) • • • (m — * + 1)

n(n — 1) • • • {71 — * + 1)

1) Ein ähnlicl.es Lottospiel blüht noch heute in Italien.
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einsetzen

n = 90 und m = b

und i der Reilie nach die Werte geben

1,2,3,4,5.

Auf diese Weise finden wir, daß die Wahrscheinliclikeit des Ein-

treffens

für die einfache Nummer gleich ist-

für die Ambe „ „
•

für die Terne „ ,,
•

für die Quaterne „ „ •

für die Quinte
,, „ •

Daher drückt sich, wenn der Einsatz des Spielers gleich 31 ist, die

mathematische Hoffnung des Gewinns aus der Teilnahme beim Lotto

so aus:

im Fall der einfachen Nummer durch die Zahl (- — i]m=— M,

im Fall der Ambe (51^ - l) Jf=-gilf,

-^^^ der Terne (^-1)^=-^"^
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zurück, und man führt eine ebensolclie zweite Ziehung vom m Zetteln

aus. Am Schluß der zweiten Ziehung kommen die gezogenen m Zettel

ebenfalls in die Urne zurück und man führt eine dritte Ziehung aus usw.

Es wird verlangt, bei h solchen Ziehungen zu bestimmen:

1. die Wahrscheinlichkeit, daß i bestimmte Nummern nicht er-

scheinen
;

2. die Wahrscheinlichkeit, daß i bestimmte Nummern nicht er-

scheinen, aber l andere bestimmte Nummern erscheinen;

3. die Wahrscheinlichkeit, daß l bestimmte Nummern erscheinen;

4. die Wahrscheinlichkeit, daß nur l bestimmteNummern erscheinen

;

5. die Wahrscheinlichkeit, daß alle Nummern erscheinen.

Auflösung. Wir setzen zur Abkürzung

P (P — 1) • • • (j? — m 4- 1) )
^' _ y

wobei p eine beliebige Zahl ist.

Bei jeder Ziehung können die Nummern der gezogenen Zettel eine

beliebicre Kombination bilden von m Zahlen aus den n Zahlen

1, 2, ..., n.

Demgemäß unterscheiden wir bei einer Ziehung

n{n — 1) ' ' {n — 7n -\- 1)~
1 . 2 • . • m

gleichmögliche Fälle, und bei allen Ic Ziehungen unterscheiden wir

n{n — 1) • • • (n — m -f- 1) ^
^'

1-2 '-m J
''

gleichmögliche Fälle.

Jeder der letzteren Fälle, welche allein möglich und unverträglich

sind, besteht im Eintreffen von h bestimmten Kombinationen von m
Nummern bei den von uns betrachteten h Ziehungen. Nachdem wir auf

diese Weise die Fälle festgestellt haben, die wir betrachten werden und

ihre Gesamtzahl angegeben haben, beschäftigen wir uns zum Zweck der

Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse, die in der Auf-

gabe erwähnt sind, mit der Berechnung der Zahl der günstigen Fälle.

Wenn i bestimmte Nummern
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nicht erscheinen, so bleiben für eine Ziehung an Stelle von

n{n — 1) • • • in — m -f- 1)

übrig
{n — i){n — i — l)---{n — i — m-\- 1)

1 2 • m

Fälle und für h Ziehungen haben wir an Stelle Yon

(w — 1) • • • (n — m + 1) >
^'

1 • 2 • • m
nur

{n — t) {n — i —l)'- .{n — i— m-\-l)
1
* ^ ^

n{n — !)• ' -m n — v

Fälle. Folglich wird die Wahrscheinlichkeit, daß bei den von uns be-

trachteten h Ziehungen i bestimmte Nummern nicht auftreten, durch

den Bruch ausgedrückt

^n-i { jn— i){n — i — l)"-{n — i— m + l)
k

Z^ 1 n{n — l)---in — m-\-l) j

Ferner kann die Zahl der Fälle, in denen i bestimmte Nummern

nicht auftreten, und eine ebenfalls bestimmte Nummer ß^ auftritt, durch

die Differenz ausgedrückt werden

wobei Z^_^ nach dem oben Gesagten die Zahl aller Fälle bedeutet, in

denen die Nummern

nicht erscheinen, und Z^_^_^ die Zahl derjenigen unter diesen Fällen,

in denen außer den Nummern

auch die Nummer /3^ nicht erscheint.

In genau derselben Weise kann man die Zahl der FäUe, bei denen

i bestimmte Nummern
«1, «2, ..., a.

nicht erscheinen, dagegen zwei bestimmte Nummern erscheinen, aus-

drücken durch die zweite Differenz:

A'^Z^_,_,= AZ^_,_,-JZ^n — z — n-i-1 ^^n-t-2?
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worin ZlZ^_^_^ die Anzahl der Fälle bedeutet, bei denen die Nummer
ß^ erscheint, aber keine der Nummern

aber z/^^_j._2 die Anzahl derjenigen Fälle, bei denen außer den Nummern

«j, «2; • • •; f^i

auch die Nummer ß^ nicht erscheint.

Angesichts der Möglichkeit, solche Schlüsse fortzusetzen, schließen

wir, daß man allgemein die Anzahl der Fälle, bei denen i bestimmte

Nummern nicht erscheinen und andere l bestimmte Nummern erscheinen,

durch die Differenz V'^'' Ordnung

ausdrücken kann, welche gleich ist

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei den von uns betrachteten

/»; Ziehungen i bestimmte Nummern nicht erscheinen, andere l bestimmte

Nummern aber erscheinen, gleich

Die übrigen Wahrscheinlichkeiten, welche in der Aufgabe erwähnt

sind, stellen drei Spezialfälle der eben gefundenen Wahrscheinlichkeiten

dar und können deshalb aus dem Ausdruck

^'z.-i-,

durch die speziellen Annahmen über i und l bestimmt werden:

3. i = 0, 4. i^n — l, ö. i = 0, 1 = n.

Setzen wir i = 0, so erhalten wir den unten folgenden Ausdruck

für die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens von / bestimmten Nummern:

"^^^n-i _ ^
l / n — m\^ l {l — 1) / n — m^ M — m — 1\^

Z T \n )
"^

1 • 2 \ n ) \ n — 1 J " '

'

n

Setzen wir aber i = n — l, so finden wir, daß die Wahrscheinlich-
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keit des Eintreffens von l bestimmten Nummern und des Niclitein-

treffens der übrigen Nummern gleich ist:

+

(n — m\^(n — m — l\^ (l — m-{-l\^\^ l /l — m\^. ]

== V~^) \ «-1 )
• • V T+T- j 1 1

- T l~7~j + • •T
Eudlich ist die Wahrscbeinliclikeit des Erscheinens aller n Num-

mern gleich

^ ^0
i

n In — w\* n[n — 1-) In — m\^ In — m — 1\
^'

27 ^ ^ ~ T \nr) + "T- 2~ V^nT) \rn:ir^) •

Wir verweilen bei der letzten Formel; und indem wir beachten,

daß sie bei beträchtlichen Werten n ermüdende Rechnungen erfordert,

wollen wir aus ihr zwei Näherungsformeln ableiten. Um die erste Nähe-

rungsformel zu erhalten, nehmen wir an, daß alle Zahlen

In — m — Wf^ In — m— 2\^'

\ n — \~) ' \^:-r^)
f der Zahl

!

^~1
gleich sind, die wir zur Abkürzung mit dem Buchstaben t bezeichnen.

Wenn dies gestattet ist, so gibt die abgeleitete Formel sofort

^-^^- + (1 - if,
n

wobei

t = (-^-")*

Um die andere Annäherung zu erhalten, bemerken wir, daß bei

kleinen Werten von i der Quotient

(n — m — *\*
^
In — m\^

n — i / \ n )

gleich

^
im

{n — i) in — m) }
'

sich wenig unterscheidet von

^
iJcm

n {n— m)
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und das Produkt

(-{
^*^^ \ /l

2fcm^\ /-. ihm \

\ n{n — m)) \ n{n~ m)J \ n {n — m))

sich wenig unterscheidet von

1 _ ^>>K1 + 2H \-i) ^ hmi (*^+l)

.

'
n{n— m)

~~
2n (n — m)

Aus diesem Grund nehmen wir als Annäherungsgröße jedes Pro-

duktes
/n — m\* /n — m — l\^ / w — m — i\^

\ n ) \ n — 1 ) ' \ n — i )

den Ausdruck

\ 2n{n — m) /

Setzen wir in die Formel diesen angenäherten Ausdruck an Stelle

des genauen ein, so erhalten wir

^^ + (1 - ty _ *fg^-f (1 - 0"- + (1 - 0» { 1 - ¥)

'

da wir ja voraussetzen, daß die Zahlen

n — l T 1
und ,^ ,.2

n — m (1 — ty

nahezu gleich Eins sind.

Wir wenden unsere Näherungsformel an, um die Zahl der Ziehungen

zu suchen unter der Bedingung, daß die Wahrscheinlichkeit des Er-

scheinens aller Nummern nahezu gleich einer gegebenen Zahl 1 : C wird.

Die erste Näherungsformel gibt r'

(1-0" + ^,
woraus wir ableiten

nlog(l -t)^-nt^- log (7;

aber

und daher

log. = Mog(l--) + -^».

Kombiniert man aber die Näherungsgleichungen

— nt^ — \ogC und log^=H
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so findet man
, n (log n — log log C)

' m

In den weiteren Rechnungen setzen wir

log C ." - = L un
n ^

A
»^ (log '^ — log log C) ^ -^ .

so daß t^ und Ic^ die Näherungswerte der Zahlen t und Z; sind.

Der zweite angenäherte Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit gibt

(i_0«(i-^'«i) + -^,

woraus wir durch Ausführung von angenäherten Rechnungen ableiten

iog(7 + w^ -1- -^ + 2 " + ^^^ + ^i- ^

und ferner

log C r ^ (w. -y »'0C1
^^~T* L^ "2logC J

log ^ + log n - log log C +^^^^
Auf der anderen Seite haben wir

— log ^ == — k log 1 4= h o 2
•

Vergleichen wir endlich den einen angenäherten Ausdruck von log^

mit dem anderen, so gelangen wir zu der folgenden angenäherten Glei-

chung
km , Ir.m- , .

1 1 ^ . (n + ^0 ^^0 log C'

+ -
!;.

- + log^ - log log C + ' ~-^-^—^-
,

aus der wir leicht ableiten

2w-

^- + ^ {lög^ - log log C + ~5(1°^ C - m) + ,^^^
log

+ ^ {
(log n - log log G) [n + | log - |) + y log O} •

Wir setzen z. B.

^ = 90, m = b, 0=2.
Dann wird

log^ = 4,4998 . .
.
, log = 0,69314 . .

.

log log = - 0,3665 . .
.

, ^^ + i^ log - '2 = 87,84657 . .

.
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und nach Ausführung einfacher Rechnungen erhalten wir nach der zwei-

ten Näherungsformel

, 4,8603 X 87,8466 + 0,346 , q- k

Diesem Resultat entsprechend kann man sich überzeugen^ daß die

Wahrscheinlichkeit des Erscheinens aller 90 Nummern bei 85 Ziehungen

etwas kleiner ist als %, bei 86 Ziehungen aber schon größer als Yg-

§ 22. Das Problem von PASCAL für zwei und drei Spieler.

Vierte Aufgabe. Zwei Spieler, die wir L und M nennen, spielen

ein Spiel, das aus einer Folge von Partien besteht. Jede bestimmte Partie

muß für einen der beiden Spieler L und M zum gewinnen, für den an-

deren zum verlieren führen, wobei die Wahrscheinlichkeit des Gewinnens

für L gleich p und fürM gleich g_
= ^ — p ist, unabhängig von den Er-

gebnissen der übrigen Partien. Das Spiel ist zu Ende, wenn L die An-

zahl l von Partien oder M die Anzahl m von Partien gewonnen hat:

im ersten Fall gewinnt L das Spiel, im zweiten Fall M. Verlangt wird,

die Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen, daß der Spieler L oder der

Spieler M das Spiel gewinnen; wir bezeichnen sie mit den Symbolen

(Z) und (Jf).

Anmerkung. Diese Aufgabe ist seit der Mitte des 17. Jahrhunderts

bekannt und verdient besondere Beachtung, da man in den verschiedenen

Kunstgriffen, die Pascal und Feemat zu ihrer Lösung vorschlugen, den

Beginn der Wahrscheinlichkeitsrechnung sehen kann. Die zuerst ge-

stellte Aufgabe bestand darin, wie man den gesamten Einsatz der Spieler

verteilen sollte, wenn es ihnen einfiel, das Spiel vor Beendigung zu un-

terbrechen. Die Frage nach der Verteilung des Einsatzes erregte die

Aufmerksamkeit der Gelehrten schon beträchtlich früher, bevor Pascal

und Fermat sie gemäß der Bedingung des erhrlichen Spiels entschieden.

Moritz Cantor erwähnt in seinen „Vorlesungen über Geschichte der

Mathematik", daß Luca Pacciolo es für richtig hielt, den Einsatz pro-

portional den Zahlen der gewonnenen Partien zu teilen, Cardan aber

eine kompliziertere Regel vorschlug.

Erste Lösung. Vor allem bemerken wir, daß das Spiel für den

Spieler L nach einer verschiedenen Anzahl von Partien gewonnen sein

kann, nicht weniger als l und nicht mehr als Z + m — 1

.

Wir können deshalb vermöge des Additionstheorems der Wahr-
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scileinlichkeiten die gesuchte Wahrscheinliclikeit (L) darstellen in Form

der Summe

(L), + {L),^, + • • + (i),+, + • • • + (iU„_n

wobei (i^)i+i allgemein die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daß das Spiel

in der l -{- ^*®'^ Partie gewinnreich für den Spieler L endet.

Damit aber das Spiel für den Spieler L bei der l -\- i^^^ Partie ge-

winnreich endet, muß der Spieler die l + ^*^ Partie gewinnen und von

den vorhergehenden l -\- i — 1 Partien muß er ? — 1 Spiele gewinnen.

Folglich muß nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeits-

rechnung die Größe {L)i^i gleich dem Produkt sein aus der Wahrschein-

lichkeit, daß der Spieler L die l + ^*® Partie gewinnt in die Wahrschein-

lichkeiten, daß derselbe Spieler von l -\- i — 1 Partien l — 1 gewinnt.

Die letztere Wahrscheinlichkeit fällt offenbar mit der Wahrschein-

lichkeit zusammen, daß bei l -{- i — 1 unabhängigen Proben l — 1-mal

ein solches Ereignis eintritt, dessen Wahrscheinlichkeit für jede Probe

gleich 2^ ist. Die Wahrscheinlichkeit aber, daß der Spieler Z die l -\- i*®

Partie gewinnt, ist gleich p, gleich der Wahrscheinlichkeit, daß er eine

beliebii^e Partie sjewinnt.

Es ist daher

fT.^ n .
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Bei dieser Voraussetzung wird die Wahrscheinlichkeit für den Spie-

ler L, das Spiel zu gewinnen, gleich der Wahrscheinlichkeit, daß der-

selbe Spieler L von allen l -{- m — 1 Partien nicht weniger als l Par-

tien gewinnt.

In der Tat, wenn das Spiel vom Spieler L gewonnen wird, so er-

reicht die Zahl der von ihm gewonnenen Partien den Betrag Z, und die

folgenden Spiele können diese Zahl nur vergrößern oder sie unverändert

lassen. Und umgekehrt, wenn der Spieler L von l -\- m — 1 Partien

nicht weniger als l Partien gewinnt, so wird die Zahl der vom Spieler

M gewonnenen Partien kleiner als m sein; hieraus folgt, daß in diesem

Fall der Spieler L die Anzahl l von Partien gewinnt, bevor es dem

Spieler M gelingt, m Partien zu gewinnen, und so wird das Spiel für

den Spieler L gewonnen sein.

Auf der anderen Seite fällt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der

Spieler L von l -f >n — 1 Partien nicht weniger als l Partien gewinnt,

mit der Wahrscheinlichkeit zusammen, daß bei l -\- m — 1 unabhängigen

Proben nicht weniger als Z-mal ein solches Ereignis eintrifft, dessen

Wahrscheinlichkeit bei jeder Probe gleich j> ist. Die letztere Wahr-

scheinlichkeit aber wird ausgedrückt durch die bekannte Summe der

Produkte
1 . 2 • • • (Z -f m — 1)

}-\-if^m — i— 1

T • 2 . • -{l + ^) 1 • 2 • • • (m — i — 1) ^ ^

worin
^ = 0, 1, 2, ..., m- 1.

Dabei ist

, . _ (;-f-m-l)---m if m-1 ^ m-1 m-2 p',^^] ,^^)- 1.2.. -Z
^'^ \l+Z4-i g + Z + 1 Z-l-2 g«+ P

genau ebenso finden wir

y^^-^)- 1.2...m ^ ^r^m + lp^m-l-1 m + 2 p^^ ]

Man kann sich leicht davon überzeugen, daß die neuen Ausdrücke

(L) und (M) den früher gefundenen gleich sind.

Zahlenbeispiele.

1- P = ^= 2 y
^= 1? >>^ = 2.

(L)=i>(l+^) = 2M(l + ||) = |, W = ?^ = |-
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2. i,
= |, 3 = |, 1^2, m = 3.
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und dann ist die Wahrscheinliclikeit des Gewinnens für den Spieler L
gleich 1; wenn aber y = oder z = 0, so ist das Spiel für einen der

beiden anderen Spieler gewonnen und daher die Wahrscheinlichkeit, zu

gewinnen für L gleich Null.

Dementsprechend haben wir

wo wir unter x, y, z von Null verschiedene Zahlen verstehen, so daß die

Ausdrücke

\,0,zy ^0,?/,0? Ar, 0,0

keine Bedeutung haben und uns in unseren Berechnungen nicht be-

gegnen werden. Wir setzen alle drei Zahlen x, y, z als von Null ver-

schieden voraus, und wollen jetzt bei der Beziehung zwischen den Größen

-^^x,y,zy -^-'x-l,y,zf -^x.y-l.z^ -^x^y^z-l

verweilen, welche uns die Möglichkeit gibt, L^ zu finden, wenn die

Werte

L'x-l^y^zl Lx,y-l,z ^^^ ^x.y^z-l

schon bekannt sind. Um das aufs Korn genommene Ziel zu treffen, be-

trachten wir die möglichen Ergebnisse einer Partie, welche unmittelbar

folgt auf die Lage des Spieles, wo den Spielern

L,M,N

zum Gewinn des Spieles noch zu gewinnen übrig bleiben entsprechend

X, y, z

Partien. Wird diese Partie vom Spieler L gewonnen, wofür die Wahr-
scheinlichkeit gleich p ist, so wird unmittelbar nach ihrer Beendigung

die Wahrscheinlichkeit, daß der Spieler L das Spiel gewinnt, verwan-

delt in

x-\,y,z'l

wenn aber diese Partie vom SpielerM gewonnen wird, wofür die Wahr-

scheinlichkeit gleich Ci ist, so verwandelt sich nach ihrer Beendigung die

Gewinnwahrscheinlichkeit für den Spieler L in:

^^x
, y - 1 , 2 5

und endlich, wenn diese Partie vom Spieler iV^ gewonnen wird, wofür
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die Wahrscheinlichkeit gleich r ist, so wird nach ihrer Beendigung die

Oewinnwahrscheinlichkeit für den Spieler L gleich

Wir können deshalb das Spielgewinnen des Spielers L, wenn bis

^ur Beendigung des Spieles den Spielern

L, M, N
noch entsprechend

zu gewinnende Partien übrig bleiben, in drei Arten zerlegen, die sich

voneinander durch die Ergebnisse dieser einen Partie unterscheiden, und

deren Wahrscheinlichkeiten entsprechend gleich sind den Produkten

PL^-l,y,zy ^L^,y-l,z7 ^L^,y,z-1-

Folglich haben wir, vermöge des Additionstheorems der Wahr-

scheinlichkeiten:

L^,^j,z = PLx-l,y,z+ ^Lx,y-l,z+ ^'Lx,y,z-1'

In genau derselben Weise kann man leicht die Gleichungen auf-

stellen :

^.,„. = P^4-l,„,+ ä-M-.,!,-l,.+ '-^x,„.-l. .

worin M^ , und N^ „ , die Wahrscheinlichkeiten bedeuten, daß die
X, y, z X, y, ^ '

Spieler M und iV das Spiel gewinnen, wenn bis zum Ende des Spieles

den Spielern

X, M, N
entsprechend noch fehlen

Oewinnpartien.

Wir wollen nicht verweilen bei der Aufstellung allgemeiner For-

meln für den Ausdruck der gesuchten Wahrscheinlichkeiten

^l,m,n) ^"-l,m,n-> ^^l,m,n

bei willkürlichen Werten l, m, n, und nur bemerken, daß die von uns

mgegebenen Formeln ausreichen, diese Wahrscheinlichkeiten für ein

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 8
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beliebiges System gegebener Zahlen l, m, n zu bestimmen. In der Tat

finden wir mit Hilfe der gegebenen Formeln der Reihe nach

Li,i,i = P^ ^^1,1,1 = ^. ^^1,1,1 = ^

^1,1,2=^ + ^^. J^2,l.l=^+P^^ ^1,2,1 = ^'

^1,1,2=^'. ^1,2,1 = ^ + ^^ ^2,1,1-^ + P^

^l,l,8 = ^^^0,l,3+^^l,0,3+^'A,l,2=i> + Ki^+^i>)=iKl+^ + ^')

i'l,2,2=i^^0,2,2+^A,l,2+^A,2,l=i' + ^(i^ + ^P)+Ki>+ ^2>)

L2,i,2-pL,^,^,+ qL,^,^, + rL,^,^, = p{pi-rp)+p'r=p\1^2r)

A,8,i=i>(l+^i + 3'). ^^2,2,1 = 2^^(1 + 2g)

J^3,l,l = i^^2,l,l+^^3,0,l + *'4,l,0 = /
^^1,1,3=^(1+^* + ^')^ ^l,2,2=^'(l+2r), Jfi,3,l = 2'

W,2,i=2'(l+2p), ilf2,i,2 = 2(l+/^ + ^ + 2pr),

N,],^, = r(l +p + q + 2pq), N,^,^, = r\\ + 2p),

^3,1,1 = ^(1+^+^')

A,2,3 = i'^0,2,3+^4,l,3+^A,2,2

=
jp + g^? (1 + r + r^) -^ rp{\ -\- q -^ r ^ 2qr)

= _p(l + g + r + r^ + 2gr + 3gr2)

usw.

Beispiel. Z=l, m = 2, n = ?>, P = q^r=^-

Die Wahrscheinlichkeit, das Spiel zu gewinnen, ist für den Spieler

L gleich
1/ 1112 1\_19

^"^1,2,8=^(1+
:i
+ 3 + ü + 9 + üj-27'

ferner die Wahrscheinlichkeit, das Spiel zu gewinnen, für den Spieler

M gleich

^^1,2, 3=^^1,1, 3+^-^1, 2,

2

_ 1 /l
.

1 4- M + ir + '") = -~ 3" l 3 "^ 9 ^ 27/ ^ 3 \ 9 ^ 27>/ 27
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und endlich ist für den dritten Spieler die Wahrscheinlichkeit, das Spiel

zu gewinnen, gleich

. _ 19 _ 6 _ 2

27 ~ 27
"

27
*

Wir wollen bei Beschränkung auf den speziellen Fall eine andere

Ableitung den gesuchten Wahrscheinlichkeiten geben. Wir bemerken näm-

lich vor allem, daß zur Beendigung des Spieles für

1=1, m = 2, n==3

nicht mehr als vier Partien erforderlich sind, und wir nehmen ferner

bei der Aufstellung der gleichmöglichen FäUe an, daß die Spieler vier

Partien zu Ende spielen, sollte selbst das Spiel vorher dem einen oder

anderen der Mitspieler schon gewonnen sein.

Dann können wir, wenn wir die Reihenfolge dieser Partien und die

drei möglichen Ergebnisse jeder Partie ins Auge fassen, die im Ge-

winnen von einem der drei Spieler bestehen, 3* = 81 gleichmögliche

Fälle unterscheiden.

Von diesen 81 FäUen sind für das Gewinnen des Spieles durch den

Spieler L günstig diejenigen, bei denen er eine Partie gewinnt, bevor

M zwei Partien gewonnen hat und bevor N drei Partien gewonnen hat.

Die direkte Berechnung der Anzahl dieser FäUe bereitet keine

Schwierigkeit; noch schneller aber kann man die Zahl der übrigen Fälle

berechnen, die für den Gewinn des Spieles durch den Spieler L un-

günstig sind.

Es sind nämlich für den Gewinn des Spieles durch den Spieler L
ungünstig außer den 2^ = 16 Fällen, in denen er keine einzige Partie

gewinnt, nur die folgenden 8 FäUe:

J^NNL, MMML, MMNL, MNML,
NMML, MMLN, MMLM, MMLL,

bei denen der Spieler L die erste Partie gewinnt erst nachdem das Spiel

von einem seiner beiden Gegner gewonnen ist.

Hieraus schließen wir sofort, daß die Wahrscheinlichkeit, das Spiel

zu gewinnen für den Spieler L gleich ist

81 — 24 _ 57 _ 19

81 ~ 8 i
""

27
*

Ferner kann man leicht einsehen, daß der Spieler N das Spiel ge-

winnt in den sechs Fällen:

NNJSfN, NNNL, NNNM, N3INN, MNNN-,
8*
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und daher müssen die übrigen

24 - 6 = 18

Fälle dem Gewinnen des Spieles durch den SpielerM günstig sein. Folg-

lich sind die Wahrscheinlichkeiten, das Spiel zu gewinnen, für den Spieler

M und N entsprechend gleich

18 2 ,62
81=9 ^^'^ ^ = 27

in Übereinstimmung mit der früheren Lösung.

§ 23. Die zum Ruin führenden Spiele.

Sechste Aufgabe. Die beiden Spieler

L und M

spielen ein Spiel, das aus folgenden Partien besteht:

Jede Partie muß enden für den einen Spieler mit gewinnen, für den

anderen mit verlieren, wobei die Wahrscheinlichkeiten zu gewinnen für

L und M entsprechend gleich p und q == 1 — p sind.

Das Ende des Spiels wird bestimmt durch die Differenz zwischen der

Anzahl der Partien, welche der eine Spieler gewonnen hat und der Anzahl

der Partien, welche der andere Spieler gewonnen hat. Nämlich, der Spie-

ler L gewinnt das Spiel, sobald die Anzahl der von ihm gewonnenen

Partien die Anzahl der vom SpielerIf gewonnenen Partien um a Einheiten

übertrifft; dagegen gewinnt M das Spiel, sobald die Zahl der von ihm

gewonnenen Partien die der vom Spieler L gewonnenen um h Einheiten

übertrifft. Es wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit, das Spiel zu ge-

winnen, für L und M zu bestimmen.

Anmerkung. Bevor wir an die Lösung der gestellten Aufgaben

gehen, stellen wir die Bedingung des Spielendes in einer anderen Form

auf. Es mögen die Kapitale von L undM entsprechend durch die Zahlen

h und a ausgedrückt werden; zugleich möge nach jeder Partie der Ge-

winnende vom Verlierenden eine Einheit des Kapitals erhalten.

Dann wird das Spielende bedingt durch den Ruin des einen Spie-

lers, und es gewinnt der, dem es zuerst gelingt, den Gegner zu ruinieren.

Wenn in der Tat i +j Partien gespielt sind, und von ihnen i Partien

für den Spieler L und j Partien für den Spieler M gewonnen sind, dann
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haben sich vermöge der von nns aufgestellten Bedingung die Kapitale

von L und M verwandelt in entsprechend

'b -{- i — j und a -{- j — i

Einheiten des Kapitales.

Und wenn i + j Partien das Spiel zu Ende führen, so muß sein

i — j = a oder j — i = h

und entsprechend

et -\- j — i = oder h -\- i — j = 0.

Lösung. Indem wir die verschiedenen Stadien des Spieles beach-

ten und die zweite Form der Bedingung für seinen Abschluß ins Auge
fassen, bezeichnen wir mit dem Symbol y^ die Wahrscheinlichkeit^), daß

der Spieler L das Spiel dann gewinnt, wenn sein Kapital durch die Zahl

X ausgedrückt wird. Die Zahl x kann im Verlaufe des Spieles nur fol-

gende Werte annehmen

0, 1, 2, ..., a + 65.

und am Anfang des Spieles ist x gleich h und deshalb wird die Wahr-
scheinlichkeit, daß der Spieler L das Spiel gewinnt, solange noch keine

Partie ausgespielt ist, bei der von uns angenommenen Bezeichnung dar-

gestellt durch das Symbol

Vö-

Wir bemerken, daß das Spiel zu Ende ist bei ^ = und hei x= a-\-hj

und daß

^0 gleich Null, aber ^^^^ gleich der Einheit

ist, da die Verwandlung des Kapitals des Spielers L in Null angibt,

daß er das Spiel verloren hat, die Vereinigung der Kapitale beider Spie-

ler aber in der Hand des Spielers L für ihn von selbst den Gewinn des

Spieles zur Folge hat.

Setzen wir ferner die Zahl x von Null und a -{- h verschieden vor-

aus, so können wir eine einfache Beziehung zwischen den Größen

^ ^^
y^, Vx + i

und y^_^
aufstellen.

1) Im vorliegendem Falle müssen wir, wie auch in vielen anderen, um die

gesuchte Wahrscheinlichkeit aus Gleichungen zu finden, vor allem unzweifelhaft

ihre Existenz erkennen, als eine vollständig bestimmte, wenn auch für uns un-

bekannte Größe.



118 Beispiele für die verschiedenen Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Zu diesem Zweck betrachten wir die mögliclien Ergebnisse einer

Partie, welche unmittelbar auf die Spiellage folgt, wo das Kapital von

L durch die Zahl x ausgedrückt wird.

Wenn diese Partie vom Spieler L gewonnen wird, wofür die Wahr-

scheinlichkeit p ist, so verwandelt sich unmittelbar nach ihrem Ende

die Wahrscheinlichkeit das Spiel zu gewinnen für den Spieler L in

Vx + i'-i
W6i^^ ^bß^ diese Partie vom Spieler M gewonnen wird, wofür die

Wahrscheinlichkeit gleich q ist, so verwandelt sich nach ihrem Ende

für den Spieler L die Wahrscheinlichkeit das Spiel zu gewinnen in ^^_i.

Hieraus kann man leicht schließen, daß vermöge des Additions- und des

Multiplikationstheorems der Wahrscheinlichkeiten sein muß

Hiermit wird die Aufsuchung von y^ auf die Lösung der linearen

Gleichung

zurückgeführt, bei den Bedingungen

t/o=0 und ?/„+,= 1.

Die Lösung solcher Gleichungen wird in der Differenzenrechnung

auseinandergesetzt. Gemäß den EntWickelungen der Differenzenrechnung

wird die allgemeine Lösung der Gleichung

Vx-Wx^^^Q-Vx-i

durch die Wurzeln der gewöhnlichen Gleichung zweiten Grades

bestimmt, wobei man zwei Fälle unterscheiden muß.

Vermöge der 'Gleichung

^ + ^ = 1

ist die eine Wurzel der Gleichung

gleich Eins, die andere aber |) : q. Wenn p nicht gleich q ist, so sind

die Zahlen

1 und -^
P

voneinander verschieden, und auf Grund der Ausführungen der Diffe-

renzenrechnung muß sein

wo C und D Konstanten sind.
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Zur Bestimmung dieser Konstanten haben wir zwei Gleichungen

2/0
==ö und «/^ +,-l

aus denen wir ableiten

Daher wird
-e-yp)

und

sobald jp nicht gleich g ist.

Ist aber p = q, so wird

worin Ä und 5 Konstanten sind. Zur Bestimmung der Konstanten haben

wir wie früher zwei Gleichungen

2/0=0 und 2/^ +6=1,

aus denen wir ableiten

Ä = und B = -^-

Wir finden daher für p = g

Auf genau dieselbe Weise finden wir^ daß die Wahrscheinlichkeit

für den Spieler M, das Spiel zu gewinnen, so lange noch keine Partie

ausgespielt ist, gleich

sobald p nicht gleich q ist, und daß sie sich für p==q verwandelt in

a-\-b

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten dafür, daß der eine oder der

andere Spieler gewinnt, ergibt die Einheit, wie auch zu erwarten war,

da nach Voraussetzung das Spiel fortgesetzt wird, bis einer der beiden

Spieler gewonnen hat. Indessen weist in dem angegebenen Falle der

Umstand, daß die Summe der Wahrscheinlichkeiten für das Gewinnen
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des einen oder des anderen Spielers gleich Eins ist, nicht auf die Gewiß-

heit hin, daß einer der beiden Spieler gewinnt, da ja das Spiel unbe-

grenzt fortgesetzt werden könnte.

Jede Partie für sich ist ein ehrliches Spiel, wenn2J = g ist, und ein

unehrliches im entgegengesetzten Fall, wenn p nicht gleich q ist. Dem-

entsprechend führt der von uns gefundene Ausdruck ?/^ für j) = g auf

folgenden Schluß:

Wenn einer entschlossen ist, das ehrliche Spiel zu wiederholen, bis

er eine im Voraus genannte Summe zuerworben hat oder bis zum Ruin^

und wenn einer solchen Wiederholung kein Hindernis im Wege steht^

so sind die Wahrscheinlichkeiten dafür, daß er die genannte Summe er-

hält oder daß er ruiniert wird, umgekehrt proportional der Größe dieser

Summe und seinem Kapital.

Dieser Schluß, den wir aus der Betrachtung eines speziellen Falles

abgeleitet haben, gilt für alle ehrlichen Spiele.

In der Tat, wenn das Kapital des Spielers durch die Zahl a aus-

gedrückt wird, die Summe aber, deren Erwerb für ihn das Ziel vielfacher

Wiederholung des Spieles bildet, durch die Zahl h, so muß bei den von

uns gemachten Voraussetzungen die vielfache Wiederholung des Spieles

dem Spieler einen durch die Zahl h ausgedrückten Gewinn ergeben, oder

einen Verlust, dessen Größe durch die Zahl a ausgedrückt wird.

Ferner aber wird die mathematische Hoffnung des Gewinnes für den

Spieler aus dieser Wiederholung des Spieles durch die Differenz

Xh - Ya

ausgedrückt, worin X die Wahrscheinlichkeit für den Erwerb der ge-

nannten Summe ist, Y aber die Wahrscheinlichkeit für den Ruin de»

Spielers. Die Wiederholung aber eines ehrlichen Spieles muß selbst ein

ehrliches Spiel bilden; daher ist

Xh-Ya = 0,'

woraus wir finden
X ^Y ^X+Y ^ 1

a ~ h a-\-h a-^-h

In denjenigen Fällen, wo die Summe, bei deren Erwerb der Spieler

das Spiel abzubrechen entschlossen ist, groß ist in Vergleich zu seinem

Kapital, wird die Wahrscheinlichkeit für den Ruin des Spielers nahe-

zu Eins.

In dem bestimmten Fall aber, wo der Spieler sich mit keiner Summe

begnügt, muß man & = oo setzen, und die Wahrscheinlichkeit des Ruins.
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verwandelt sich in Eins. Es ist daher, wenn die Wiederholung des ehr-

lichen Spieles nur durch den Ruin des Spielers begrenzt wird, nach der

von uns gefundenen Formel, die Wahrscheinlichkeit des Ruins gleich

Eins, wenn es auch vorkommen kann, daß jener Ruin niemals eintritt.

Nachdem wir ein ewiges Spiel konstruiert hahen, wollen wir jetzt

die Zahl der Partien begrenzen; so verwandeln wir die sechste Aufgabe

in die folgende.

Siebente Aufgabe. Indem alle Bedingungen der sechsten Auf-

gabe beibehalten werden, wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit zu be-

rechnen, daß das Spiel vom Spieler L gewonnen wird, nicht später als

nach n Partien. Mit anderen Worten, es wird verlangt, die Wahrschein-

lichkeit für den Ruin des Spielers M zu bestimmen, bei der Bedingung,

daß die Gesamtzahl der Partien n nicht übertrifft.

Auflösung. Wir bezeichnen mit dem Symbol

yt,s

die Wahrscheinlichkeit, daß der Spieler L in dem Fall gewinnt, wenn

das Kapital von M durch die Zahl t ausgedrückt wird und nur noch

s Partien gespielt werden müssen.

Bei diesen Bezeichnungen wird die von uns gesuchte Wahrschein-

lichkeit für den Ruin des Spielers M durch das Symbol dargestellt

zugleich haben wir

2/0,
.= 1. 2/. + 6,.= und

2/.,o
= Ö,

wobei

5^0 und ^>0,

Betrachten wir auf der anderen Seite wie früher die möglichen Er-

gebnisse einer Partie, so gelangen wir leicht zu der Gleichung

darin ist

5^1 und <:t<a -{-h.

Diese Gleichung ist zu lösen unter den oben angegebenen Be-

dingungen

Wir stützen uns auf die Methode von Laplace und führen die Be-

stimmung von y^ ^ zurück auf die Entwicklung einer gewissen Funktion

einer Hilfsvariablen nach den Potenzen dieser Variabein. Es sei
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Dann ist

und

9^^-1(0 = 2/^-1,0 ^ Vi-i,!^ + • • • + yt-i,s-i ^'~'+"'

und vermöge der Gleichung

haben wir

wobei

Aus diesem Grund können wir gemäß den allgemeinen Entwick-

lungen der Differenzenrechnung setzen

worin ?7und F Funktionen der einen Zahl | sind und von t unabhängige

die Größen 6 und rj aber werden bestimmt durch die Gleichungen

als die beiden Wurzeln der Gleichungen

welche vom zweiten Grad hinsichtlich der unbekannten Zahl q ist.

Geben wir sodann t die Werte und a -\- h, so erhalten wir die

beiden Gleichungen

*-

aus denen wir ableiten

und

V—
^""^^ —

^ -~ 0« +^_^« + * 1—1'
und hieraus finden wir

0'^ + *_-^« + ^ 1 — 1

^ — ^]^_(vY+'' 1-1 1 — cc^
+

*
/(«+*) '
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wobei

6 7] p

Daher kann die von uns gesuchte, mit dem Symbol ^/^ „ benannte

Wahrscheinlichkeit als Koeffizient von |^ in der Entwicklung des Aus-

druckes

/fcN _ -n
i — CC 7]

^aK^J ""1 —
1 i_t,« + ^^2(a + 6)

nach Potenzen von | bestimmt werden.

Die Entwicklung des gefundenen Ausdruckes (p^ (|) in eine Reihe

nach Potenzen von | wird zurückgeführt auf die Entwicklung der ver-

schiedenen Potenzen von r] in ebensolche Reihen, da ja die einfache Di-

vision für (PaiX) die folgende Reihe ergibt:

Um endlich die verschiedenen Potenzen von rj in Reihen zu ent-

wickeln, kann man sich der bekannten Formel von Lageange bedienen:

Fit) = Fia) + .F'ia)fia) + ^'^ "IlMmM + . .

.

für

^ = a + cyf(Q.

Im gegebenen Falle haben wir

und daher

Wir setzen dementsprechend in der LaGRANGE sehen Formel

? = f, a-P, f{t) = qi% » = r nnd 1^(0 = ?"',

und finden

m{m + k+l){ni -\- ]c + 2) {m + 2lc -J) , ,,,, ]^ 1.2-3.. Je
i' 1 ^ -r

/

Hieraus folgt, daß der Koeffizient von |'* in der Entwicklung des

Ausdruckes

n'"

i-i
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nach Potenzen von t, gleich dem Produkt von p^ und der Summe ist:

1 , ,

'" {m 4-3) 2 2, m [m -\- i -\- 1) • " (m 4- 2i ~ 1) ,• ,.

1 + mpq + - \ . 2 P'q' + ^ T: 2"3"^^T^ ^^'

und darin ist

n— m T n — m — 1

Setzt man dieses Resultat in die oben angegebene Entwicklung von

(1 — ^) (p^ (I) in eine Reihe nach Potenzen von rj ein, so kann man schon

leicht die allgemeine Formel für die Berechnung der gesuchten Wahr-

scheinlichkeit erhalten

bei beliebigen Werten von

aj h, n, p.

Wir verweilen bei dem Fall, daß jede Partie für sich ein ehrliches

Spiel bildet, das Kapital des Spielers L aber hinreichend groß ist^ so

daß zum Ruin von L mehr als n Partien nötig sind. Dann ist

i> = ^ = |

und die gesuchte Wahrscheinlichkeit für den Ruin des Spielers M nach

nicht mehr als n Partien wird durch die Summe ausgedrückt

2« + 2a + 2 + 2^ + ^lT2 2" + ^'"
• 1 • 2 • 3 • • -i

'

hierin ist

n — a , n — a — 1
i = ^ oder

Angesichts des Interesses, das die Frage nach dem Ruin der Teil-

haber ehrlicher Spiele hat, wollen wir noch Annäherungsformeln an-

geben eben für die Wahrscheinlichkeit des Ruins des Spielers M bei

großen Werten von n, wo die direkte Berechnung der Summe

2« + 2« + 2
"^ 2'^+"*!

• 2
"^

2" + ^^ 1 • 2 • • i

sehr mühselig wird. Zur angenäherten Berechnung dieser Summe gleich

y ^ beachten wir, daß die unendliche Reihe

}_ ,
a , «(a-M) g (CT + 4) (g + 5)

2«
"^ 2«+'2 "^

2« + *l • 2
"2* +S .2-3 '

welche die Wahrscheinlichkeit für den Ruin des Spielers M bei einer



§ 23. Die zum Buin führenden Spiele. 125

'' unbegrenzten Zahl von Partien und bei unbegrenztem Kapital des Spie-

lers L darstellt, gleich Eins ist, und daß folglich ist:

ya,n— 2^ + ^^ + ^l•2••.(^^-l) 2°^+^^ + *l-2-..(i + 2)

Das allgemeine Glied dieser Summe

a(a + Ä;4-l)---(a + 2Z; — 1)

bezeichnen wir mit dem Symbol Sj,. Indem wir auf die STiRLiNGsche

Formel zurückgreifen und die Gleichungen beachten

_ a 1-2 3 •••(CT4-2fe)

h = 2« + 2^-
(a -hm ' "J^^-^^^^I . 2 .

.
. (a + fc)"

'

finden wir die beiden Ausdrücke

^* "~ ^ K 27rÄ;(a + Ä-) (a + 2Ä;) V2 a + 2^j V 2fc j

und
1 1 1

von denen der erste z^ größer ist als Sj., der zweite Zj[' aber kleiner als Zj^,

Man kann sich leicht davon überzeugen, daß für Iz^-i die Ungleich-

heiten bestehen:

1 h{a^-h){a + 2k) i{a-^ i){a -\-2i)

T^ (a-f2A-)^ ^ (a + 2»)3 ^

1 1 11 1 1

12(a + 2Ä;) 12fc 12(a + Ä;)^ 12(a^-2^•) 12 * 12 (a + ^)

/a + 2 JfcX « + ^ /_a -f- 2 Ä: \^' ^ /" +„2 »V /^_+ 2 * X« + ^

V~Yfc~y \2orq_ 2A;j ^ \ 2^ / \2a+~2i/

und

\ 2/(^ / V2a + 2Ä;/ ^

Folglich werden, wenn wir setzen

l == ^ + ^ ^'

.

^
^ g~"2(^T2Ä)"

*
l/i (a + i) |/27r(ci4-2Ä;)«

und
"

TT 2«^ /CT4-2^y

/

CT + 2 ^^ \Q-^^'

^*
"

l72^(a+2fc)« l"2T"; K^^Yi) ^

wobei
1 1 1

JJ __ gl2(a + 2«) 12 i ~12(a + i)
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ist, alle Glieder der Summe

die gleich 1 — y^^» ist, den Ungleichheiten genügen

und deshalb wird sein

Auf der anderen Seite haben wir

und

e
2(a + 2i + 2) g 2(a->-2t + 4) /'^ 4.x

-:: ^: + —^=^-^ + " ' * < / 7 , ---so dX,

wenigstens bei hinreichend großen Werten von i, sobald

Endlich verwandelt eine einfache Substitution das Integral

4.x

^ __ dx

m

aj^•^'e-'\lz,

hierin ist

a

Daher ist für

y^+l

die von uns gesuchte Wahrscheinlichkeit für den Ruin des Spielers M,
nicht später als nach n Partien, gi-ößer als

t

\/i{a +
1 —-=^z=z:r^ iß-' dz
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und kleiner als

yn\ 2i ) \2a + 2il V 2(a-f2^)7'

hierin ist

n— a , n — a — 1 a
» = ^- oder ^—, r = —^=.=

und

J£= gl2(a + i) 12i 12(a + 0.

Dementsprechend können wir die Näherungsformel aufstellen

worin r den oben angegebenen Wert hat.

Zum Beispiel nehmen wir an

a=100 und n = 200000.

Dann wird

a-{-2i = 200000, i = 99950, a + i = 100050,

100

2|/l00000

und

= ]/0,025 = 0,15811 .

_2 -A- ^^-6^^ = 0,17693

subtrahieren wir also die Zahl 0,17693 . . , von Eins, so erhalten wir

für den Ruin des Spielers M den folgenden Näherungswert

0,82306.

Es ist angemessen, den gefundenen Näherungswert der Wahrschein-

lichkeit um eine Einheit der letzten SteUe zu verkleinern, so daß wir

die Zahl

0,82305

erhalten, welche kleiner ist als die Wahrscheinlichkeit; denn im gege-

benen Falle ist

_ J_
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Zur Bestimmung der anderen Grenze derselben Wahrscheinlichkeit

bedienen wir uns der Logarithmentafeln^) und finden mit ihrer Hilfe

Log {a + 2^) + 5,3010299956 Log {a + 2i) + 5,3012470886

Log i + 5,3008127941 Log {2a + 2i) + 5,3010299956

0,00021 72015 0,0002 17093Ö

X 99950 X 100050

21,72015 21,70929 ¥l770930

- 0,01086 - 21,72015 + 0,01085

21,70929 9,98914 - 10 ^772oT5~

Log2r = 9,5-10 Log^>=^

4 Log ^ + 9,75142 - 10 Log (l - ^^^ >-^
9,98914 - 10

9,24056 - 10 + Log 0,17400
und endlich

2/a,«<l-0;lT39 = 0,8261.

Wenn daher die Zahl der Partien auf 200000 beschränkt ist, so

erreicht die Wahrscheinlichkeit für den Ruin des Spielers M, dessen Ka-

pital nur im hundertfachen Einsatz der einfachen Partie besteht, noch nicht

0,83.

Vermehren wir ferner n auf das Hundertfache, so wird die Zahl r

zehnmal kleiner, und zugleich verkleinern sich auch angenähert zehn-

mal die von uns gefundenen Grenzen für die Differenz 1

—

^a n'-)
^^

daß für 1

'

n = 20000000

die Wahrscheinlichkeit des Ruins für denselben SpielerM ziemlich nahe

kommt an
1 - 0,017 = 0,983,

aber kleiner ist als diese Zahl. Wenn wir aber n auf das Hundertfache

vergrößern und zugleich das Kapital des Spielers M auf das zehnfache,

so bleibt t unverändert, und die Wahrscheinlichkeit für den Ruin des

Spielers M wird, wie früher, kleiner als

0,83.

1) A. Steinhausek: Hilfstafeln zur präzisen Berechnung zwanzigstel liger

Logarithmen. Wien 1880.
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Wir bemerken^ daß die Wahrscheinlichkeit für den Ruin des Spielers

M kleiner bleiben würde als Yg bei jeder Zahl von Partien, solange die

schließliche Abrechnung verschoben wird bis zu dem Moment, bis diese

Zahl von Partien zu Ende gespielt ist. Die Forderung aber der unmittel-

baren Auszahlung nach jeder Partie nähert diese Wahrscheinlichkeit der

Eins an, da bei einer hinreichend großen Zahl von Partien der Ruin des

des Spielers M sehr wahrscheinlich wird.

Wir wollen noch einige Worte sagen über die Fälle, wo jede Partie

für sich kein ehrliches Spiel bildet, dabei unterscheiden wir zwei An-

nahmen:
1. p>ci und 2. p<Cq.

Für p ^ q sind die einzelnen Partien unvorteilhaft für M, und zu

dem früheren Schluß muß man hinzufügen, daß der Aufschub der schließ-

lichen Abrechnungen die große Wahrscheinlichkeit des Ruins von 31

nicht zerstört.

Für p < q sind die einzelnen Partien vorteilhaft für M, und die oben

von uns abgeleiteten Formeln zeigen, daß die Wahrscheinlichkeit des

Ruins des Spielers 31 immer kleiner ist als (p : qY und beliebig nahe an

(piq)^ kommen kann durch unbegrenzte Vergrößerung des Kapitals

von L und der Anzahl n der gestatteten Partien.

Und hier muß man sich erinnern, daß die von uns betrachtete Größe

der Wahrscheinlichkeit für den Ruin des Spielers Jf bedingt wird durch

die Forderung der unmittelbaren Auszahlung nach jeder Partie; so daß,

gemäß der Ausführungen des 2*®'' und S*®"" Kapitals die Wahrscheinlich-

keit des Ruins von 31 beliebig klein werden würde, wenn im Voraus

eine hinreichend große Anzahl von Partien namhaft gemacht würde und

die schließliche Abrechnung verschoben würde, bis diese Zahl von Par-

tien ausgespielt ist.

§ 24. Ein verallgemeinertes Würfelproblem.

Achte Aufgabe. Es seien

Xj, Xg, . . ., X^

n unabhängige Größen und es möge die Reihe der Zahlen

1, 2, 3, . . ., m

alle möglichen und dabei gleichmöglichen Werte einer jeden von ihnen

darstellen.

Markoff- Lieb mann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 9
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Verlanc^t wird, die Wahrsclieinliclikeit zu bestimmen, daß die Summe

gleich einer gegebenen Zahl wird.

Auflösung. Setzen wir der Reibe nach

f^ = 1, 2, 3, . . .,

so gelangen wir zu dem Schluß, daß für einen beliebigen Wert von n

die Wahrscheinlichkeit der Gleichung

Xi + x^ + • • • + x„ = «.

worin a eine gegebene Zahl ist, als Koeffizient von f" in der Entwick-

lung des Ausdruckes

nach Potenzen der willkürlichen Zahl t bestimmt werden kann. Auf der

anderen Seite haben wir:

'\n t" (1 -

7
"^ w« (1 ty

Bezeichnen wir also die Wahrscheinlichkeit der Gleichung

Xi 4- ^2 + • •
. + X„ == «

mit dem Symbol P„, so können wir die Formel aufsteUen

n{n -f 1) •

»

• (g — 1) _ ^ ^C** + 1) • • • (
a — w — 1)

m" r^ — -
-^ ; 27: . (o: _ nj 1 ' T^- {a — n— m)

n{n — l) n (n + 1) • • • (a — 2 w — 1) _ _ ,

^^7^ * ~T"2 • • • (a — w — 2m) '

welche ein bequemes Mittel darstellt für die Berechnung von P« bei

kleinen Werten von a. Man kann auch leicht die Gleichung nachweisen

V — V

welche erlaubt, die Zahl a durch die Differenz n(m-^ l)-azu ersetzen,

und so die Möglichkeit gewährt, a zu verkleinern, wenn a > j
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Wir finden z. B. für m = 6 und w = 3

216 F,, = 216 Pg = 1

216 P,e = 216 P5 =
^

216 P,, = 216 P, =

216 Pi3 = 216 Pg

216 P12 = 216 P9

216P,i==:216Pi

216 P 216P, = 3,

4

2

4.5-6~ j
4.5

4-5
6, 216P,5 = 216P, = f|l^=10,1-2.3

2-3

4.5

2-3

4.5

2- 3

4 = 15,

-21,
6- 7

6 • 7 • 8 . 9

4-5- 6 . 7
-3.3 = 27

Zur Verwirklichung dieses Beispiels können drei gewöhnliclie sechs-

seitige Spielwürfel dienen^ auf deren Flächen die Nummer 1, 2, 3, 4, 5, 6

stehen.

Wenn diese drei Würfel auf eine Ebene geworfen werden und wenn

die Nummern auf ihren oberen Flächen bedeuten, so werden die aUein

möglichen und dabei die gleichmöglichen Fälle sowohl für X^ wie auch

für Xg und X^ sein

1,2,3,4,5,6.

Dementsprechend stellen die von uns gefundenen Zahlen

P P P P

die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Annahmen über die Summe
der Nummern dar, welche oben auf drei gewöhnlichen Spielwürfeln stehen,

und die Gleichung

P3 + P4 + P5 + • • • + Pio == Ai + P12 + A3 + • • • + P18

weist darauf hin, daß die beiden entgegengesetzten Annahmen, daß jene

Summe 10 nicht übertrifft, und daß sie größer als 10 ist, gleich wahr-

scheinlich sind.

Bei großen Werten von n erfordert die genaue Berechnung von P^
ermüdende Ausführungen und kann kaum großes Interesse bieten. Dann
entsteht die Frage nach der Aufsuchung von angenäherten Ausdrücken
für die Wahrscheinlichkeiten, die möglichst einfach sind und dem ge-

nauen Wert möglichst nahe kommen.
9*
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Setzt mau nur voraus, daß n groß ist, nicht aber m und betrachtet

nicht die Wahrscheinlichkeiten der besonderen. Werte der Summe

sondern die Wahrscheinlichkeit, daß diese Summe in gegebenen Grenzen

liegt, so kann man zu den allgemeinen Näherungsausdrücken des dritten

Kapitels greifen. Um sie anzuwenden, muß man die mathematischen

Hofihungen der ersten und zweiten Potenzen der betrachteten Größen

bestimmen.

Da die mathematische Hoffnung einer beliebigen unter den Größen

m 2

und die mathematische Hoffnung ihres Quadrates gleich

12 _|_ 22 _| ^-rn"" _{m-{- l)(2m + l)_ _ _ _ __
^

so ist die Differenz zwischen den mathematischen Hoffnungen des Qua-

drates dieser Größe und dem Quadrat ihrer mathematischen Hoffnung

gleich
(m -f 1) (2m + 1) / m + 1 \2 m^ — 1

(^) =
6 V 2 / 12

und daher ergeben die Ausführungen des dritten Kapitels für die Wahr

scheinlichkeit der Ungleichheiten

m* —

1

m + 1 1 / ^* — 1 ^ v .
I V ^ «*' + 1

, 1 A, *»* -
n —f r yn-—~- <X^-\ + X„ < w • f- + t |/ w • -^

einen angenäherten Ausdruck in Form des bekaniiten Integrals

Wir wollen das spezielle Beispiel benützen um eine andere Ablei-

tung für denselben Näherungswert der Wahrscheinlichkeit zu bestimmen,

eine Ableitung, deren wir uns auch im allgemeinen Fall bedienen können.

Vor allem bemerken wir, daß in der Entwicklung einer beliebigen

ganzen Funktion F(t) nach Potenzen von t der Koeffizient von t"^ dar-

gestellt werden kann in der Gestalt des Integrals

-t 71

2
-7t
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denn es ist

I d(p = 27t

und für eine beliebige ganze von Null verschiedene Zahl haben vrir

-7t

Deshalb ist

— 71

+ 7t

— 7t

Tt

7t

Um zu dem Näherungswert zu gelangen, setzen wir

n . —^ a==ß = y yn —
und vertauschen

m
Bin

2 qp

>n sin -^

mit der Exponentialfunktion

e

ni^ - 1

auf Grund von Betrachtungen, die im dritten Kapitel ausgeführt sind,

und für die obere Grenze des Integrals nehmen wir oo an Stelle von %.
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^2-1

So erhalten wir die Näherungsformel

00

^ - + 1 .+ -^/ COS/39. e~"^~'^^(?9>,

deren genauer Wert, wie bekannt, gleich ist

y„ K n(m^-l)^ y- Y n{m' - if '

Dementsprechend wird die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

m-\-l Tj/ m^—i^^.
, V ^ »'* + !. 1 / m^—ln--^ T |/n •

—-—< X^H- •
. • + X^<n -^- + r |/>^ •

~—
angenähert dargestellt durch die Summe aller Produkte

für welche y den Ungleichheiten genügt

— r <7< + T

und der Ausdruck

m4-

1

1 / m^— in-— yyn-—^-

sich in eine ganze Zahl verwandelt.

Sämtliche Glieder der Summe enthalten den Faktor

y nlm^ — D'[m^ — 1)

der gleich der Differenz zweier benachbarter Werte y ist und beliebig

klein sein wird bei hinreichend großem n.

Vertauschen wir auf Grund hiervon die Summe mit dem Integral^

so erhalten wir für die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

W-—^--r yn-—~— <Xi-|---- + X„<w. f -\-tyn' —g—

den vorigen Näherungswert
r

2
l fe-y'dy



§ 25. Wiederholung unabhängiger Proben 135

§ 25. Wiederholung unabhängiger Proben.

Wir wenden uns jetzt zu der wichtigen Frage der Wiederholung

unabhängiger Proben^ mit der wir uns schon im zweiten Kapitel befaßten.

Bezeichneten wir die Anzahl der Proben mit dem Buchstaben n

und setzten wir voraus, daß bei jeder Probe die Wahrscheinlichkeit für

das Ereignis E gleich p ist, so fanden wir, daß die Wahrscheinlichkeit

für das m-malige Eintreten des Ereignisses E bei n Proben durch das

Produkt ausgedrückt wird

^^'^ n „,„-„.
1.2-ml-2-n — m ^ ^ '

darin ist

g= 1-p.

Daher wird die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis E bei den be-

trachteten n Proben mehr als Z-mal eintritt, durch die Summe dar-

gestellt

1 : 2 . . . (Z 4- ly . 1 • 2 ."• :^n - Z - 1)
"^

1 • 2 .
. • (Z + 2) . 1 . 2 . . • (n — Z — 2)

"^
'

was hinauskommt auf das Produkt des Ausdrucks

j) _ 1-2 n i^in-i-i
^ — 1 . 2 . . . (? + 1) . 1 . 2 • • • (n — Z — 1) ^ ^

in die Summe

n-J- 1 ^
,

{n-l-l){n- l-2) (rf _^-^-t- 1^2^' q'^ (Z-f2)(Z + 3) \q) ^

Für die angenäherte Berechnung von P bei großen Werten von n^

l 4- 1 und n — l — 1 kann die STiRLiNGsche Formel dienen, welche eine

Reihe von Ungleichheiten hergibt, von denen wir hier nur die beiden ein-

fachsten angeben:

>' + i / na \n-i-i
p /- V 1/ ^

(
np \^^( nq V

^<^i- y 27t(l-^l){n-l-l) U+1/ \n-l-i)
und

j^ 1^ 1 _
^ > II== e^ ^^ " ^^ (^ + ^) ^^ ("^ ~ ^ ~ ^)

.

Indem wir uns zur Summe S wenden, wollen wir zeigen, daß man

sich bei ihrer Berechnung mit Vorteil auf die Entwicklung in einen
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Kettenbruch stützen kann, der sicli als Spezialfall aus der allgemeinen

Formel von Gauss ergibt:

F{cc,§,y,x) 1 — ax
1 — bx

1 — ex

1 — dx
1-

worin i^(a, ß, y, x) und F{ajß^\,y-\-\^x) die hypergeometrischen

Reihen bedeuten

' 1 . y 1 . 2 . y . (y -f 1)

^i--l.(y+l)^-i- ir2.(y-l-l)(y + 2) ^ -^•••^

die Koeffizienten a, h, Cy d, . . . aber durch die Gleichungen bestimmt

werden
ajy-^j (^_+_l) (y + 1 - c)

y(r + i)' (y + i)(y + 2)

_ (« + l)^y_+J__J) _ (^ + 2)(y 4-2 - a)

(y + 2)(y + 3) ' (y4-3)(y + 4)

Was die Ableitung der Gauss sehen Formel betrifft, so bemerken

wir, daß sie aus den folgenden einfachen Beziehungen zwischen den ver-

schiedenen hypergeometrischen Reihen folgt:

F{a, ß-^l^y-^l^x)-F{a, ft y, x)^ax-F(a-\-l,ß+l,y+2,x\

F(ia-^l,ß+l,y+2,x)-F(cc, ß+l,y+l,x)^hx-F{a+ l,ß+2,y+3,x\

F(a+l,ß+2,y+3,x)-F(a+ l,ß-^l,y+2,x)=cx^F(a-\-2,ß-h2,y-\-^,x),

Um die Gauss sehe Formel auf die Entwicklung von S in einen

Kettenbruch anzuwenden, muß man setzen

a = -n + l+l, ß = 0, y-=l+l, ^^-J>
woraus die Gleichung folgt:

1+^1

1 + d,

1 —
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darin ist allgemein

_ {n — k — l)(l-{~lc)p , _ }c{n-\-Jc)p

^k---(i^2k-l){l + 2k)q '
^*~

{l-\-2k){l + 2k + l)q>

Wir haben hier keinen unendlichen, sondern einen endlichen Ketten-

bruch, dessen letztes Glied wird

1 '

weil c^_i= 0.

Man kann sich auch leicht davon überzeugen, daß jede der Zahlen

C;t kleiner als Eins ist, sobald nur

'^—J~Jl ^ ^ 1

1 + 2
' q_^ '

was wir auch bei den weiteren Schlüssen voraussetzen werden. Wir

haben daher, wenn wir zur Abkürzung den Kettenbruch



138 Beispiele für die verschiedenen Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

betrachteten n Proben mehr als l-mal eintritt^ wobei wir von jedem

dieser Näherungswerte wissen, ob er größer als die Wahrscheinlichkeit

ist oder im Gegenteil kleiner.

Auf Grund derselben Ungleichheiten finden wir^ wenn wir p durch

q ersetzen und l mit n — V vertauschen^ eine Reihe von Näherungs-

werten für die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis E bei den betrach-

teten n Proben weniger als T-mal erscheint, wobei wir von jedem der

erhaltenen Näherungswerte dieser neuen Wahrscheinlichkeit ebenfalls

wissen, ob er die Wahrscheinlichkeit übertrifft oder ob er kleiner ist.

Und aus dem Annäherungswert der Wahrscheinlichkeit dafür, daß

das Ereignis E mehr als ?-mal, und der Wahrscheinlichkeit, daß das

Ereignis weniger als T-mal eintritt, können wir für / > T auch den

Näherungswert für die Wahrscheinlichkeit erhalten, daß das Ereignis

nicht mehr als Z-mal und nicht weniger als T-mal eintritt, da die

Summe dieser drei Wahrscheinlichkeiten gleich Eins sein muß.

Wir setzen z. B. (s. § 15)

P=\, a = \, ?^ = 6520,

und wollen die Wahrscheinlichkeiten suchen, daß das Verhältnis der An-

zahl des Eintretens des Ereignisses E zur Zahl der Proben sich von %
um weniger als V50 unterscheidet. Anders gesagt, wir wollen die Wahr-

scheinlichkeit suchen, daß das Ereignis E nicht öfter als 4042 mal und

das entgegengesetzte nicht öfter als 2738 mal eintritt.

Infolge der oben gemachten Vertauschung kommt die Berechnung

der gesuchten Wahrscheinlichkeit hinaus auf die Berechnung der Wahr-

scheinlichkeiten, daß das Ereignis E mehr als 4042 mal und das ent-

gegengesetzte Ereignis mehr als 2738 mal eintritt.

Wir wenden uns zu der Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis E
mehr als 4042 mal eintritt, und müssen daher in den oben angegebenen

Formeln und Ungleichheiten setzen

p==l, q=l, n==6b20, l = 40A2.

Es wird dann

p __-]/ 3260 /3912\4043 /2608y
1 ~ F TT -4043 .2477 \4Ö43j [Hfl)

H = e^^
G520 12 • 4043 12 • 2477
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und mit Hilfe der Logarithmentafeln finden wir

log4048H= 3,6067037413

log3912 + 3,5923988461

0,0143048952

X4043

log2608 4= 3,4163075871

log2477 4= 3,3939260066

"0,0223815^5

X2477

57,2195808

5721958

429147

"^7^346913

- 55,4391749

2^9^5164

|log4043 4= 1,8033519

|log2477 + 1,6969630

-|-log:;r 4=0,2485749

6^1444062

Auf der anderen Seite haben wir

2477 3 7431

44,7631610

8,9526322

1,5667106

1566711

"5574391749

|log3260 4= 1,7566088

- 6,1444062

5,6122026 - 10

log^>- 0,00002

0,00004094 < P< 0,00004095.

^1 4044 ' 2' 8088^
d.

6521 3^

4U44 • 4Ö45 * Y
19563

31715960 ^

Co = TVTT.-

2476 . 4044 3

4Ö45"- 4046 '

2

7509708

8183035^
d^ = 6522 . 3

4046 • 4047

3261

2'729'027 '

C« = 2475 • 4045

\ 4047/

7425

8~Ö96^4047 • 4048 2 \ ' 4047,

und erhalten schließlich nach einfachen Rechnungen

C3< 0,9167,
d. <

3261

0,0833 • 2729027
< 0,01435,

0,918 >c,>o.,>^^^> 0,9047,

ck d.Ö^ÖÖ^4>^>~£^^>
0,0963

> 0,00626,

ll'36<o-i8<^< 0,4-9 <11'508;
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folglich ist

aber

sp<^j^^< 0,0004m
869

SP >^-'^^>0fi0046b.880

Gehen wir zu der Wahrscheinlichkeit über, daß das zu E entgegen-

gesetzte Ereignis mehr als 2738 mal erscheint, so müssen wir setzen

2 3
^ = 6520, ? = 2738.

Bei diesen Werten p, q, n und l erhalten wir

P=l/ ''^
/^ V TT -2739 -3781 \

2608\2739 /3912\378i

2739/ 13781; '

11 1

ff ^^ gl 2 • 652Ö
~

12 ^2739 ~ i2~3781

und mit Hilfe logarithmischer Tafeln finden wir

log 2739 H= 3,4375920323

log 2608 + 3,4163075871

0,0212844452

X 2739
~

42,5688904

14,8991116

6385334

1915600

58,2980954

55,9291899

2,3689055

|log2739=i= 1,7187960

flog 3781 =4= 1,7888033

llogTC 4=0,2485749

6,1250797

log 3912 + 3,5923988461

log3781 + 3,5776066774

0,014792168^

X3781
"44,3765061

,' 10,3545181

1,1833735

147922

55,9291899

|log3260=h 1,7566088

- 6,1250797

^5^3152^ - 10

logii>- 0,00002

0,00004820 < P < 0,00004281.

I
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Damit zugleich haben wir

_ 3781 2 _ 3781 _, _ 652 1 2_ ^ 6521

^1 ""
2740

' T ~ 4110 '
^1 ~ 2740 • 2741 *

3 11265510 '

3780-2740 2 __ 420 2740 , _ 2 6522 2 ^ 4348

^2 = 2741^ 2742
*

3
""

457
* 2741 ' ^

— 2742 • 2743 "

3 3760653'

_ 3779.2741 2^ _ / 1 _ 2 \ 7558

^3 = 2743 •"2744 * Y ~"
l ti743/

* 8232 '

woraus wir der Reihe nach die Ungleichheiten ableiten

c, < 0,9175, -^-^^ < „-;ö825f1^61 < 0-01402,

0,919 >c,>o,,>j^ > 0,9059,

0-0072 > ^l-^ > ^^^ > 4,, > 0,00615,

0.913 < j^;^, < CO, < -^-^^^ < 0,9144,

folglich

oder

5P<^f< 0,0005002,

^P>'^> 0,000491.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei den von uns betrachteten

6520 Proben das Ereignis E mehr als 4042 mal erscheint, enthalten

zwischen
0,0004713 und 0,000465,

und die Wahrscheinlichkeit, daß bei denselben Proben das Ereignis E
weniger als 3782 mal eintritt, enthalten zwischen

0,0005002 und 0,000491.

Daher liegt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Ereignis E bei

diesen Proben nicht weniger als 3782 mal und nicht mehr als 4042 mal

eintritt, zwischen
1 - 0,0001)72 = 0,999028

und
1-0,000956 = 0,999044.
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§ 26, Die Aufgabe von ßOUCHE und BERTRAND.

Zum Schluß des Kapitels verweilen wir bei der Verallgemeinerung

einer Aufgabe über den Ruin des Spielers (Aufgabe Nr. Q), mit der sich

J. Bertrand und E. Rouche beschäftigten.

Die Ausführungen dieser Gelehrten kann man nicht als durchaus

richtig anerkennen^ da sie eine dreigliedrige Differenzengleichung höherer

Ordnung so betrachteten wie eine Gleichung zweiter Ordnung.

Auf die Möglichkeit einer gewissen Ungenauigkeit ihrer Ausfüh-

rungen wies auch Bertrand selbst hin in § 91 seiues Buches „Calcul

des probabilites^^, aber erklärte das Wesen dieser Ungenauigkeit nicht auf.

Es ist die Bemerkung von Interesse, daß in dem gegebenen Fall,

wenn man einige Ungenauigkeiten zuläßt, dies sich bei der Lösung der

Gleichung nützlich erwies: dadurch wurde die Möglichkeit gegeben, sehr

einfach zu Näherungsformeln zu gelangen, die den richtigen um so näher

kommen, je kleiner die Einsätze der Spieler im Vergleich zu ihren Ka-

pitalien sind; die genaue Lösung aber der Aufgaben von Bertrand und

Rouche ist kompliziert und kann kaum großes Interesse bieten.

Wir ergänzen die Ausführungen von Bertrand und Rouche durch

die Ableitung einiger Ungleichheiten.

Die Abänderung, welche Bertrand und Rouche bei der bekann-

ten Aufgabe vom Ruin der Spieler vornahmen, besteht darin, daß sie

die Einsätze der Spieler nicht für beide Spieler gleich voraussetzen.

Wir führen diese Abänderung bei der Aufgabe Nr. 6 ein und nehmen

an, daß der Spieler L für jede gewonnene Partie a Einheiten des Ka-

pitals von M erhält und ihm für jede verlorene Partie ß Einheiten gibt.

Wir werden für a und ß ganze Zahlen nehmen ebenso wie für a und fc,

indem wir die Einheiten des Kapitals hinreichend klein annehmen.

Damit die abgeänderte Aufgabe vollkommen bestimmt ist, ist es

umgänglich genau festzusetzen, wann jeder der beiden Spieler für ruiniert

gilt; mit anderen Worten, wir müssen festsetzen, unter welchen Be-

dingungen das Spiel zu Ende ist.

Bei der Aufgabe Nr. 6, mit der wir uns in § 23 beschäftigten, wird

der Ruin eines Spielers dadurch ausgedrückt, daß sein Kapital sich in

Null verwandelt und das Spiel geht unverhindert fort, solange die Ka-

pitale beider Spieler von Null verschieden sind. Bei der abgeänderten

Aufgabe aber kann als Hinderungsgrund für die Fortsetzung des Spieles

nicht die Reduktion des Kapitals eines der Spieler auf Null gelten, son-
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dern vielmehr die Unmöglichkeit für einen der beiden Spieler den letzten

Verlust voll zu bezahlen oder den vollen Einsatz zu bezahlen.

Wir verweilen bei der Voraussetzung, daß das Spiel beendigt ist,

sobald nur einer der beiden Spieler außer Stande ist, den vollen Einsatz

der laufenden Partie zu bezahlen, und dementsprechend werden wir den

Spieler L als Grewinner des Spieles bezeichnen, den Spieler 31 aber

als ruiniert, sobald das Kapital des letzteren kleiner als a wird; wenn

aber das Kapital des Spielers L kleiner als ß wird, so müssen wir nach

unseren Bedingungen den Spieler L als Verlierer des Spieles und als

ruiniert bezeichnen.

Führen wir die angegebene Abänderung bei der Aufgabe Nr. 6 ein

und behalten die früheren Bezeichnungen bei, so gelangen wir auf dem-

selben Wege, der früher auf die Gleichung zweiter Ordnung

führte, jetzt auf die lineare Gleichung

Vx^Py^ + a + ^Px-^i

von der Ordnung a -\- ß.

Die allgemeine Lösung dieser neuen linearen Gleichung ist ver-

knüpft mit der Lösung der algebraischen Gleichung

und enthält a -\- ß willkürliche Konstanten.

Aus der allgemeinen Lösung erhalten wir den gesuchten Ausdruck

y^j wenn wir diesen Konstanten solche Werte erteilen, daß die Glei-

chungen erfüllt sind

ya + b
^^ ya + b-l "^ ' ' ' ^^ ya + b-a + 1

"^ ^

2/o = 2/i = • • "-yß-i = ö;

wobei die Bedingungen der ersten Zeile hinweisen auf den Ruin des

Spielers M, wenn sein Kapital kleiner als a wird, und die der zweiten

Zeile hinweisen auf den ßuin von L, wenn sein Kapital kleiner als

ß wird.

Unser Ziel besteht, wie schon bemerkt wurde, in der Angabe zweier

Grenzen, zwischen denen y^ enthalten sein muß, und die bei im Ver-

gleich zu a und ß großen Werten von a und h sich wenig voneinander

unterscheiden.

Zu diesem Zweck stellen wir hinsichtlich unserer Gleichung

yx==pyx+a + ^yx-,i
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fest, daß der ihr genügende Ausdruck y^ bei den von uns betrachteten

Werten von x, d. h. für

^ = 0, 1, 2, ...,a + h

keine negative Zahl sein kann, wenn unter den cc -i- ß Zahlen

2/o? 2/l7 • • •; Vß-Xl Va + b^ Va + b-n • ' '? Va + b-a + l

keine negativen sind; dabei benützen wir die Eigenschaft der Wahrschein-

lichkeit, immer eine positive Zahl zu bleiben.

Vor allem verweilen wir bei den a -{- ß Lösungen der von uns be-

trachteten Gleichung, für welche eine der Zahlen

2/07 Vly ' • -7 y^i-ly Va + bJ Va + b-li ' • '7 t/a + b-a + l

gleich Eins ist, die übrigen aber gleich Null.

Diese a -\- ß Lösungen ergeben a -\- ß Wahrscheinlichkeiten dafür,

daß das Kapital des Spielers L sich aus der Größe x in eine bestimmte

Zahl der Kombination von a -\- ß Zahlen

0,l,2,..,,ß-l,a-{-h,a + h-l,...,a-^h-a-i-l

verwandelt, und sie können deshalb für y^ keine negativen Werte er-

geben, auch nicht für einen einzigen der von uns betrachteten Werte x,

denn die Wahrscheinlichkeit kann nur eine positive Zahl oder Null sein.

Wenn wir zu den anderen Lösungen der Gleichung

y.-py:c+a + Qyx-^^

übergehen, so ist zu beachten, daß man jede beliebige von ihnen auf

lineare Weise aus den soeben erwähnten a-{- ß Lösungen herstellen kann,

und wir können uns auf diese Weise leicht überzeugen von der Richtig-

keit der oben ausgesprochenen Annahme, daß für

rr = 0, 1, 2, ..., a-f 6 "'

sein muß ^ ^

wenn diese Ungleichheit stattfindet für

x = 0,l,2,...,ß-l,a'\-b,ai-h-l,...,a + h-a+l.
Hieraus folgt, daß zwei Lösungen

yjy yJ'

unserer linearen Gleichung in der Tat die Ungleichheit erfüllen

yj > yx'

für alle von uns betrachteten Werte x, wenn diese Ungleichheit be-

steht für

x = 0,l,2, ..., ß-l,a^h,a^h-\, ...,a^h-a-Yl.
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Dies festgestellt, benennen wir mit dem Buchstaben ^ die zweite

reelle positive Wurzel (die erste positive Wurzel ist 1) der Gleichung

Wenn | nicht gleich 1 ist, so läßt unsere Gleichung

die Lösung zu
,, ^ n 4- C ^-

welche zwei willkürliche Konstanten G^ und C^ enthält, über die wir so

verfügen können, daß sie zwei Gleichungen erfüllen. Vermöge der von

uns angegebenen Ungleichheit darf man annehmen, daß der Ausdruck

größer ist als die gesuchte Wahrscheinlichkeit y^, wenn wir die Zahlen

6\ und C2 bestimmen durch die Gleichungen

Oi + Qr + ^-« + ^=l und Gl 4-^2 = 0;

sind sie erfüllt, so haben wir

Ci + Ogl"^ > 1 inrx = a + h,a + h~l,...,a-{-h — cc-{-2

und

6\ + ar>0 für x=l,2, ..., ß-1.
Dagegen wird unser Ausdruck

0, + c,r

kleiner als die gesuchte Wahrscheinlichkeit «/^, wenn wir die Zahlen

C^ und Og bestimmen durch die Gleichungen

C, + C,|« + '>=1 und Ci + C,r-^ = 0;

sind sie erfüllt, so haben wir

(7i+02|-^<l für x = a-^h—l, a i- h — 2, . .
.

, a + h - a -{-

1

''''^

C\ + C,^-<0 für ^ = 0, 1, 2, ..,^-2.

Auf diese Weise gelangen wir zu den Ungleichheiten

ta + b-a+l ^ ^ Vx ^
fcg + fe - /^ + 1 T

und ferner
^" ~ 1

> y. >
'^_i |°-r

.a + b-iS + lP + *
1

Bertrand, der alle negativen und imaginären Wurzeln der Glei-

chung

Markoff-Lieb mann: Wahrscheinlichkeitarechnung. 10
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unbeachtet ließ, gelangte zu der oben angegebenen einfacben Lösung mit

zwei willkürlichen Konstanten, an Stelle der allgemeinen, die a-\- ß will-

kürliche Konstanten enthalten muß, und dementsprechend nimmt er an,

daß die gesuchte Wahrscheinlichkeit y^ durch die Formel bestimmt wird:

deren Koeffizienten C^ und C^ aus der Gleichung gefunden werden:

ya^,-c, + c,t^'^h 2/o-=^\ + ^2 = o.

Er erhält so für i/^ den Näherungswert

1 + 6

der zwischen den von uns angegebenen Grenzen

^ ^ und ^
fc« + 6 - a + i__

j
^a + b-(i+l

^

liegt, und deshalb bei Werten von a und &, die groß sind im Vergleich

mit a und ß nur wenig vom genauen Wert i/^ abweicht.

Für 1 = 1 läßt unsere Gleichung

y:c-pyx+a + ^yx-^
die Lösung zu

y. = c^-hC''x',

setzen wir sie für verschiedene Werte von C und C" der gesuchten

Wahrscheinlichkeit y^ gleich, so können wir auf frühere Überlegungen

uns stützend, für die gesuchte Wahrscheinlichkeit y^, die Ungleichheiten

aufstellen

^y_«+ 1^2/6^ a + b-pfi'

welche wir auch aus den früher aufgestellten erhalten können, indem

wir I zur Grenze 1 übergehen lassen; für diesen Fall erhält Bertrand

folgenden Näherungswert

yb = -^^:^'

Außer der Wahrscheinlichkeit für den Ruin der Spieler haben Ber-

trand und ROUCHE sich auch mit den mathematischen Hoffnungen der

Anzahl der Partien beschäftigt, die zum Ruin führen. Die notwendigen

Ergänzungen ihrer unstrengen Betrachungen finden sich in meinem Auf-

satz „Zur Frage des Ruins der Spieler '^ (Abhandlungen der physik.-

mathem. Gesellschaft an der Univ. Kasan 1903).
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Kapitel Y.

Grenzfälle, irrationale Zahlen und stetige Größen

in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

§ 27. Definition und Untersuchung einiger GrenzfäUe.

Ohne bei der allgemeinen Definition zu verweilen, wollen wir ge-

wisse Ereignisse Grenzfälle von andern Ereignissen nennen, genau so,

wie die Tangente als Grenzlage der Sekante bezeichnet wird.

Nennen wird aus irgend welchen Gründen das Ereignis E den Grenz-

fall für die Reihe der Ereignisse V .^

deren Wahrscheinlichkeiten die Zahlenreihe bilden

80 bestimmen wir zugleich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E als

die Grenze, der sich p^ nähert bei unbegrenztem Anwachsen des Wertes n.

Beispiele für Grenzfälle von Ereignissen finden sich schon in der 6*®"

und 7*®" Aufgabe des vorhergehenden Kapitels. Wir werden aber nicht

auf die bereits untersuchten Aufgaben zurückgreifen, sondern uns mit

neuen Fragen beschäftigen.

Bevor wir zu speziellen Fragen übergehen, bemerken wir, daß wir

bei allen Verallgemeinerungen des Begriffs der Wahrscheinlichkeit als

einer Zahl die Erhaltung des Additions- und des Multiplikationstheorems

der Wahrscheinlichkeitsrechnung im Auge behalten.

Das erste interessante Beispiel eines Grenzfalls, bei dem wir ver-

weilen werden, gibt uns die Aufgabe Tschebyscheffs; so benennen wir

die folgende, aus den Vorlesungen von Tschebyscheff entnommene

Aufgabe ^)

:

1) Die Lösung dieser Aufgabe findet sich auch in den „Vorlesungen über

Mathematik von Leopold Kronecker" (Zweiter Teil, erster Abschnitt, erster Band,

24. Vorlesung), wo erwähnt ist, daß Dirichlet dieselbe Aufgabe betrachtete.
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Die Wahrscheinlichkeit der Irreduzibilität eines rationalen Bruches zu

bestimmen, dessen Zähler und Nenner heliehige hingeschriebene Zahlen sind.

Diese wichtige Aufgabe wird, ähnlicli wie viele andere, erst dadurch

zu einer bestimmten und erhält eine bestimmte Lösung, wenn man eine

Reihe von Bedingungen angibt, die den Sinn davon erhellen, was beliebig

hingeschriebene Zähler und Nenner eines Bruches bedeuten.

Um der gestellten Frage nachzuspüren, beschäftigen wir uns zuerst

mit der einfacheren Aufgabe, ob der gegebene Bruch hinsichtlich einer

gegebenen Zahl a kürzbar ist oder nicht.

Hinsichtlich des Zählers des Bruches können wir a Fälle für den

Rest bei der Teilung durch a unterscheiden; die möglichen Größen des

Restes werden sein

0,1, 2,. ..,«-1.

Vermöge der Angabe, daß der Zähler beliebig hingeschrieben ist,

rechnen wir alle diese FäUe als gleich möglich an.

Da nun der Zähler nur in einem der von uns angegebenen FäUe

durch a teilbar ist, so wird die Wahrscheinlichkeit seiner Teilbarkeit

durch a ausgedrückt durch den Bruch 1 : a. Aus demselben Grund ist

die Wahrscheinlichkeit der Teilbarkeit des Bruchnenners durch a eben-

falls gleich 1 : a.

Folglich wird die Wahrscheinlichkeit, daß man den Bruch in bezug

auf a kürzen kann, ausgedrückt durch das Produkt

1 1 _ 1

a a a^

und also wird die Wahrscheinlichkeit, daß der Bruch in Bezug auf a

nicht kürzbar ist, durch die Differenz ausgedrückt

fr

Weiter ist die Feststellung wichtig, daß die Wahrscheinlichkeit der

Nichtkürzbarkeit des Bruches in bezug auf a ihren Wert

beibehält, wenn bekannt ist, daß der Bruch sich in bezug auf eine be-

liebige zu a relativ prime Zahl h nicht kürzen läßt, denn auch in diesem

FaU werden die möglichen Reste bei der Teilung von Bruchzähler und

Bruchnenner wie früher bleiben

0,1,2, •..,«- 1.
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Nachdem dies festgestellt ist, neliinen wir die Reihe der wachsen-

den Primzahlen

und bezeichnen als Ereignis E^ die Nichkürzbarkeit des Bruches in

bezug auf

Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses E^ wird auf Grund des

Multiplikationssatzes der Wahrscheinlichkeitsrechnung dargestellt durch

das Produkt

Betrachten wir endlich die Nichtkürzbarkeit eines Bruches in bezug

auf irgend eine Zahl als einen Grenzfall der Reihe der Tatbestände

so können wir die Wahrscheinlichkeit der Nichtkürzbarkeit durch das

unendliche Produkt ausdrücken

welches gleich

ist, wie wir sogleich zeigen werden.

Zum Nachweis, daß das von uns erhalteüe unendliche Produkt

gleich 6 : ut^ ist, bezeichnen wir es mit dem Buchstaben P und betrach-

ten 1 : P.

Wendet man auf jeden der Brüche

1 1 1
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wobei wir unter

alle Zahlen

verstehen.

Jedes Produkt

0, 1,2,3,- •.

2^ 3^' 5^ • • •

ist einer ganzen Zahl gleich; auf der andern Seite ist bekannt, daß man

alle ganzen Zahlen durch solche Produkte darstellen kann, und daß jeder

ganzen Zahl nur ein System von Zahlen]

entspricht, für welches das Produkt

2' 3" 5" • •
•

dieser Zahl gleich wird.

Deshalb ist die von uns erhaltene Summe

J^ (2^S^'6'

zurückführbar auf die bekannte Summe

1 + -^. + 3« + T^ + 5^ + 6^ + • • -^

welche gleich ist

6 •

Daher wird in dem oben erklärten Sinn die Wahrscheinlichkeit,

daß ein rationaler Bruch, dessen Zähler und Nenner nach Belieben hin-

geschrieben sind, sich nicht kürzen läßt, durch die irrationale Zahl aus-

gedrückt

Man kann die Nichtkürzbarkeit eines Bruches auch als GrenzfaU

einer andern Reihe von Ereignissen betrachten

wobei E^ die Nichtkürzbarkeit eines solchen Bruches bedeutet, dessen

Zähler und Nenner nach Belieben aus der Reihe der n Zahlen genom-

men sind

1,2,..,«.
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Ohne bei dieser Deutung der Aufgabe zu verweilen, bemerken wir^

daß sie den von uns gefundenen Betrag für die Wahrscbeinlicbkeit

6

nicht abändert, wenn wir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E^'

durch den Bruch
m

ausdrücken, wobei m die Anzahl der nichtkürzbaren Brüche bedeutet,

deren Zähler und Nenner aus der Menge

1,2,3,...,«
genommen sind.

Ein anderes Beispiel eines Grenzfalls gibt uns die folgende Aufgabe

:

Eine gerade Streclie AB wird durch den Punkt C in zwei getrennte

Teile zerlegt. Ferner wird dieselbe Streclie in drei Teile zerlegt durch zwei

Punkte P und Q, von denen der eine beliebig auf ÄC, der ztveite, eben-

falls beliebig, auf CB angenommen ivird.

A P C Q B

Es wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen dafür, daß

AP, PQ, QB

die Seiten eines Dreiecks sein können.

Anders ausgedrückt, es wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit zu be-

stimmen, daß jede der drei Strecken

AP, PQ, QB

kleiner ist, als die Summe der beiden andern.

Um der gestellten Frage einen bestimmten Sinn zu geben, nehmen
wir zunächst an, daß die Strecke AB durch 2n — 1 Punkte

in 2n gleiche Teile

AD„D,D„-;D,„_,B

zerlegt ist, deren gemeinsame Länge wir mit dem Buchstaben e bezeichnen.

Ferner mögen gleichzeitig die ganzen Zahlen k und l bestimmt sein

durch die Ungleichheiten

k£<AC<{k + 1)£
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und
(l- l)8<BC<h,

sodaß

Qc + l- 1)£ <ÄB=- 2ns <(Jc-\-l+ 1)6

und daher

Jc + l = 2n

ist, wobei wir uns, um die Überlegung» abzukürzen, nicht bei den Fällen

aufhalten, daß einer der Punkte D^, D^, • • •, D^^_^ mit G zusammenfällt.

Wir beschränken sodann die Lage der Punkte.P und Q durch die

Annahme, daß sie mit keinem andern Punkt der Strecke AB zusammen-

fallen können, außer den von uns angegebenen 2n — 1 Punkten D^j I)^,

Bei diesen Bedingungen sind für AP nur die folgenden Werte

möglich
£,^f,*'*,A,*f,

und für BQ sind nur die folgenden Werte möglich:

Vereinigen wir jeden möglichen Wert AP mit jedem möglichen

Wert BQ^ so erhalten wir

kii-i)

Fälle, die wir nicht nur als allein möglich, sondern auch als gleichmög-

lich anrechnen werden.

Wenn wir jetzt zur Berechnung der Fälle übergehen, daß

AP,PQ,QB

als Seiten eines Dreiecks dienen können, setzen wir der Bestimmtheit

halber

AC<CB.

Die Fälle, zu deren Berechnung wir übergehen, werden durch die

Ungleichheiten bestimmt:

AP < PB, PQ<AP + BQ,AQ> BQ.

Die erste dieser drei Ungleichheiten ist für alle möglichen Lagen

des Punktes P erfüllt, denn

AP<AC<CB<PB,
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die beiden andern aber führen auf die folgenden

x + y>n>y,

ÄQ==xs, BQ = yE.

sobald wir setzen

Die Gesamtheit aller Fälle, welche diesen Bedingungen genügen,

kann man leicht anordnen in die Tabelle:

x = 2 x=3 x= 4=
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SO können wir auf Grund der oben ausgeführten Überlegungen

1 AC
2 BC

für die gesuchte Wahrscheinlichkeit nehmen, daß AF, PQ, QB Seiten

eines Dreiecks sein können.

Doch muß daran erinnert werden, daß wir an Stelle von

2 BÖ

für die gesuchte Wahrscheinlichkeit ganz andere Größen erhalten könn-

ten, wenn wir einige der Annahmen, die bei der Lösung der Aufgabe

eingeführt wurden, nicht aber bei der Stellung ausgesprochen, durch

andere ersetzen. Zu diesen Voraussetzungen, welche unser Ergebnis

bedingen, gehört z. B., daß die von uns aufgestellten k(l — 1) Fälle

gleich möglich sind.

In derselben Weise könnte man verschiedene spezielle Fragen be-

handeln; aber diese Untersuchung einzelner Fragen würde allzu lang sein,

und keine bestimmten Regeln für die Lösung anderer Fragen ergeben,

weil sie nämlich besondere Überlegungen für jeden einzelnen Fall erfor-

dert, und weil sie verlangt, außer der gesuchten Wahrscheinlichkeit

noch andere Wahrscheinlichkeiten zu berechneUj für welche die gesuchte

den Grenzfall bildet.

Um die Ausführungen abzukürzen und ihnen in vielen Fällen eine

große Deutlichkeit und Bestimmtheit zu verleihen, kann man sich mit

Erfolg einer Erweiterung des Begriffs Wahrscheinlichkeit bedienen, mit

dem wir uns in den folgenden Paragraphen beschäftigen werden.

Wir bemerken, daß die soeben betrachtete Aufgabe über die Mög-

lichkeit, ein Dreieck zu konstruieren, zu einer Gruppe von vielen Fällen

gehört, von denen noch die Rede sein wird; die Aufgabe Tschebyscheffs

darf man aber nicht mit hierher rechnen.

§ 28. Stetige Größen, Wahrscheiiiliclikeitsdichte.

Wir nehmen an, daß die Gesamtheit der möglichen Werte von X
nicht aus einer endlichen Menge von Zahlen besteht, sondern aus allen

Zahlen, welche zwischen gegebenen Grenzen liegen

A und B.

Wir nehmen ferner an, daß von der Wahrscheinlichkeit bestimmter

Werte von X nicht mehr die Rede ist, sondern statt dessen die Frage
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auftritt nach der Wahrscheinlichkeit, daß X in einem bestimmten Inter-

vall liegt.

Vergleicht man in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit mit einer

Masse und führt den Begriff Dichte der Wahrscheinlichkeit ein, analog
dem Begriff der Dichtigkeit einer Masse, so werden wir die Wahrschein-
lichkeit einer jeden der vier Ungleichheiten des Systems

l)a<X<h, 2)a<X<b, S)a<X<h, 4)a<X<h
durch ein und dasselbe Integral ausdrücken

dx. (10)

Die Funktion f{x), welche unter dem Integralzeichen steht, werden
wir die DichtigTceit der Wahrscheinlichkeit nennen, und wir werden sie in

jedem besonderen Fall, mehr oder weniger willkürlich, so festsetzen, daß
die folgenden Bedingungen einzuhalten sind

1. f{x)'^0 für A^x<B
2. fix) = für x<A und für x>B

B

3. rf(x)dx=il ff{x)dx

Die erste dieser drei Bedingungen wird durch die Vorstellung ge-

wonnen, daß die Wahrscheinlichkeit immer eine positive Zahl oder Null
sein muß; die zweite und die dritte aber daraus, daß X nach Voraus-

Setzung zwischen Ä und B liegt, und keine Werte Haben kann, die diese

Grenzen verlassen.

Die einfachste Voraussetzung über die Funktion f(x)j die wir ge-

wöhnlich macheu werden, wird durch die Gleichung ausgedrückt

f(x) = const. für Ä^x^B,
wobei der konstante Wert von f(x) gleich

1

ist wegen der Voraussetzung

B

jm dx = 1.
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Bei dieser Voraussetzung werden für je zwei gleich große Inter-

valle, welche zwischen A und B enthalten sind, die Wahrscheinlich-

keiten, daß X innerhalb dieser Intervalle liegt, durch dieselben Zahlen

ausgedrückt, und dementsprechend kann man sagen, daß für uns alle

möglichen Werte von X. als gleich möglich gelten.

Eine andere wichtige Annahme für f{x) bezieht sich auf den Fall,

daß wir den kleinen Werten von X.^ eine beträchtlich größere Wahr-

scheinlichkeit erteilen, als den großen, dabei aber nicht die Möglichkeit

haben, den Wert von X durch irgend ein bestimmtes Intervall einzu-

grenzen. Diese zweite häufig gemachte Annahme wird durch die Grlei-

chungen ausgedrückt

A^ — oo,B=-\-(X)

f(x) = Ce-^'^%

wobei C und h konstante Zahlen sind, die vermöge der Bedingung

I
f{x)dx

verknüpft sein müssen durch die Gleichung

yn
denn es ist ja

+ 00 _+ 00

Erweitern wir in dieser Weise den Begriff Wahrscheinlichkeit, so

erweitern wir zugleich auch den Begriff der mathematischen Hoffnung.

Wir nennen nämlich mathematische Hoffnungen von

X, x\ XV •
•

entsprechend die Integrale

B B B

I
xf{x)dx, j x^f(x)dXj

I
x^f(x)dXy • • •

A A A

und allgemein nennen wir mathematische Hoffnung von (p(X) das

Integral
B

j(p{x)f{x)dx. (11)



158 Grenzfälle, irration. Zahlen u. stetige Grüßen in d. Wahrscheinlichkeitsrechnung,

Z. B. ist für

die matliematisclie Hoffnung von X gleich

xdx B -\- A

A

und die mathematische Hoffnung von X~ gleich

B

r x^dx _ A^-^ AB ±B^
J A-B 3 '

A
wenn aber

^2=_oo, J5 = — oü und f{x) = \/~^~^'''\

so ist die mathematische Hoffnung von X gleich NuU^ die mathematische

Hoffnung von X^ aber gleich

+ 00

^ ^ dx — 2^2 •

Betrachten wir zwei oder mehrere Größen der Art X, so müssen

wir vor allem die Fälle von unabhängigen Größen als die einfachsten ab-

sondern.

Zwei Größen X und Y, deren mögliche Werte aus allen innerhalb

gegebener Grenzen gelegenen Zahlen bestehen, werden wir voneinander

unabhängig nennen, wenn wir für zwei beliebige Zahlen

und für zwei beliebige Zahlen

Cj d

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

a<X<}>
durch das Integral

b

Jf(x)dx
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ausdrücken können und die Wahrscheinliclikeit der Ungleicliheiten

durch das Integral
d

ffi{y)dy,

worin f{x) denselben Wert beibehält, sowohl wenn Y unbekannt ist,

wie auch für jeden gegebenen Wert von Y, und f^ (y) denselben Wert
beibehält, möge nun X unbekannt sein oder einen beliebigen gegebenen

Wert annehmen.

Für solche Werte X und Y können wir die Wahrscheinlichkeit,

daß die Ungleichheiten

a^X^h

zusammen mit den Ungleichheiten

c<:Y<d

erfüllt sind, durch das Doppelintegral ausdrücken

d b b c

fffi^) fi (y)^^ ^y '^^ffi^) ^^ffi (y) ^y>
c a ab

indem wir den Satz von der Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten

beibehalten. Es wird überhaupt das Integral

fff{^)fMdocdy

über alle Werte x und y erstreckt, welche irgendwelchen Ungleichheiten

genügen, die Wahrscheinlichkeit ausdrücken, daß X und Y denselben

Ungleichheiten genügen.

Gehen wir von dem Fall unabhängiger Größen zum allgemeinen

Fall über, so müssen wir an Stelle des Produktes f{x)f\(y) eine Funk-

tion (pix,y) einführen, und wir können die Wahrscheinlichkeit, daß X
und Y bestimmten Ungleichheiten genügen, durch das Doppelintegral

j j(p{x,y)dxdy (12)

ausdrücken, welches natürlich über die Werte von x und y zu erstrecken

ißt, die denselben Ungleichheiten genügen.
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Wir werden dabei die Funktion (p{Xj y) der beiden Zahlen x und y
ebenfalls die Dicbtigkeit der Wahrscheinlichkeit nennen, und wir können

sie mehr oder weniger beliebig annehmen, wobei nur festzuhalten ist,

daß sie keine negativen Werte annimmt, und daß das Integral

jjcp(x,y)dxdy

zu Eins wird, wenn man es über alle möglichen Werte x und y erstreckt.

Die einfachste Voraussetzung über die Funktion (p{x^y) besteht

darin, daß sie einen konstanten Wert behält für alle Werte x und y,

die den gegebenen Ungleichheiten genügen und zu Null wird für die

übrigen Werte von x und y. Bei dieser Voraussetzung gelangen wir,

wenn wir zur geometrischen Vorstellung greifen und X und Y als ge-

wöhnliche Punktkoordinaten der Ebene betrachten, leicht zu dem folgen-

den Schluß:

Betrachten wir (p{x, y) als Funktion der Koordinaten der verschie-

denen Punkte der Ebene und bedeutet S die Größe der Fläche, inner-

halb deren (p{Xy y) einen konstanten Wert behält, der von Null verschie-

den ist, s aber irgend ein Stück der Ebene, das einen Teil der ersteren

bildet, so drückt das Verhältnis

die Größe der Wahrscheinlichkeit aus, daß der Punkt, welcher durch die

Koordinaten X und F bestimmt ist, innerhalb der letzteren Fläche liegt,

deren Größe gleich s ist.

Der Erweiterung des Begriffs Wahrscheinlichkeit entspricht auch

eine Erweiterung des Begriffs der mathematischen EToffnung; wir werden

nämliche mathematische Hoffnung von ^(x, y) das Integral

Jj^{x,y)(p{x,y)dxdy

nennen, welches über alle Werte x,y zu erstrecken ist.

Was wir von den beiden Größen X und Y sagten, kann man auch

leicht ausdehnen auf eine beliebige Zahl solcher Größen, wir halten es

aber nicht für nötig, dabei zu verweilen.

Wir wollen die von uns entwickelten Begriffe auf eine Reihe von

Aufgaben anwenden und mit der beginnen, die im vorhergehenden Para-

graphen auf Grund anderer Begriffe betrachtet wurde.
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§ 29. Zwei Aufgaben.

ErsteAufgabe. Eine gerade Strecke AB wird durch einen Punkt G
in zwei bestimmte Teile zerlegt. Ferner wird dieselbe Strecke in drei

Teile zerlegt durch, zwei Punkte P und Q, von denen der erste beliebig

auf A G, der zweite^ ebenfalls beliebig, auf GB liegt.

G Q

Verlangt wird, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß

AP, PQ, QB

die Seiten eines Dreiecks sein können.

Lösung. Wir werden zur geometrischen Darstellung greifen und

die Strecken AP und BQ als gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten

irgendeines Punktes M in der Ebene be-

trachten.

In der nebenstehenden Figur ist

OD = AG, OE=GB>AG

0G= 0K="^^^

OY±0X, GH\\EF\\OX, DH\\OY.

Der betrachtete Punkt 31 liegt in jedem

Fall innerhalb des Rechtecks DEFD. Wenn dabei außerdem

AP, PQ, QB

Seiten desselben Dreiecks sein können, so müssen die Koordinaten des

Punktes M den Ungleichheiten genügen

ABY< X+ Y> AB
2 •

und wenn diese erfüllt sind, so liegt der Punkt P innerhalb des Drei-

<ecks GHJ. Deshalb wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß

AP, PQ, QB
Markoff-Liebmann: AValirscheinlichkeitsrochnung. 11
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Seiten eines und desselben Dreiecks sein können, durch das Verhältnis

der Fläche des Dreiecks GHJ zu der Fläche des Rechtecks OEFD
ausgedrückt, sobald wir nur alle Lagen des Punktes M innerhalb des

Rechtecks OEFD als gleich möglich anrechnen, d. h. sobald wir die

Dichte ^(x, y) der Wahrscheinlichkeit innerhalb des Rechtecks OEFD
als konstant annehmen.

Beachtet man endlich, daß das Verhältnis der Fläche des Dreiecks

GHJ zur Fläche des Rechtecks OEFD gleich

1 AC
2 BC

ist, so gelangt man zu demselben Ausdruck für die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit, wie er früher auf anderem Wege gefunden wurde.

Bei anderen Vorraussetzungen über die Dichte der Wahrschein-

lichkeit gelangen wir natürlich zu anderen Resultaten. Wenn wir z. B,

die Dichte der Wahrscheinlichkeit für die verschiedenen Lagen des

Punktes M proportional dem Produkt seiner Koordinaten annehmen,

so wird die von uns betrachtete Wahrscheinlichkeit durch den Quo-

tienten zweier Integrale ausgedrückt

a + b

/ jxydxdy
= a + 6

/ jxydxdy

sowie wir mit dem Buchstaben a die Strecke AC und mit h die Strecke

BC bezeichnet haben.

Da nun

J
jxydy dx =J

- "--^ dx = ~^f—
x = Q a + b x =

und
x = a t/ = b

J J ocydydx^"" ^ ,

x=Q y=0
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so wird bei der neuen Voraussetzung die von uns betrachtete Wabr-
scheinlicbkeit gleich

1 a ^h -{- a

¥ ö" * 36

und sie unterscheidet sich daher von der früheren nur durch den Faktor

36 *

In dem Spezialfall

AC^BC
wird die Wahrscheinlichkeit, daß

AP, PQ, QB

Seiten eines Dreiecks sein können, gleich ^^ bei der ersten Voraussetzung

und gleich % bei der zweiten.

Zweite Aufgabe. Auf der geraden Strecke J.^ sind zwei Punkte

beliebig gelegen, von denen wir den ersten, an Ä näher gelegenen, mit P
bezeichnen und den zweiten, an B näher gelegenen, mit Q.

A P Q B

Verlangt wird, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß

AP, PQ, QB

Seiten eines Dreiecks sein können.

Lösung. Indem wir wie früher

AP und BQ
als gewöhnliche Koordinaten

X, Y

eines Punktes in der Ebene betrachten, haben wir

X>0, r>0, X-^Y<AB.

Hieraus folgt, daß der Punkt iltf innerhalb des Dreiecks jEOjP liegt,

das von den Koordinatenachsen OX, OY und der Geraden jEJjF begrenzt

ist, welche von den Koordinatenachsen die Stücke

OE, OF

gleich AB abschneidet. Für alle Lagen des Punktes M innerhalb des

Dreiecks EOF werden wir die Dichte der Wahrscheinlichkeit gleich

11*
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groß annehmen^ und dem entsprechend werden wir sagen, daß alle Fälle

der Teilung der Geraden AB durch zwei Punkte P und Q als gleich

möglich gelten.

Bei diesen Voraussetzungen führt die Bestimmung der gesuchten

Wahrscheinlichkeit auf die Berechnung der Größe der Fläche, innerhalb

deren der Punkt M liegt, in allen Fällen,

wenn
AF, FQ und QB

als Seiten eines Dreiecks dienen können.

Das Verhältnis dieser Fläche zur Fläche

des Dreiecks EOF drückt die gesuchte

Wahrscheinlichkeit aus.

Auf der andern Seite wissen wir, daß

AF=X PQ

QB

AB-X- r,

Y

Seiten eines Dreiecks sein können dann und nur dann. wenn

2 7 -^ - 2 ' -^
,
^ / 2 •

Sind diese Ungleichheiten erfüllt, so liegt der Punkt M innerhalb

des Dreicks HGK, das von den Geraden HG, GK, HK begrenzt ist,

die die Mitten der Seiten OE, EF und OF verbinden; umgekehrt sind

für alle Lagen des Punktes M innerhalb des Dreiecks HGK diese Un-
gleichheiten erfüllt. Hieraus kann man leicht schließen, daß die gesuchte

Wahrscheinlichkeit durch den Quotienten ausgedrückt wird

JHGK

welcher gleich y^ ist.

Nehmen wir also an

drei Abschnitte

JOEF'

alle Fälle der Teilunof der Geraden ÄB in

AP, PQ, QB
in dem oben erläutertenden Sinne gleich möglich sind, so wird die Wahr-

scheinlichkeit, daß man aus diesen drei Abschnitten ein Dreieck bilden

kann, gleich y^.

§30. BUFPONs Problem.

Dritte Aufgabe. Auf eine Ebene, welche mit einer Reihe von

Parallelstreifen einer und derselben Breite It bedeckt ist, wird nach Be-

lieben eine unendliche dünne Nadel geworfen, deren Länge l kleiner ist
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als die Breite h der Streifen. Man soll die Wahrscheinlichkeit finden,

daß diese Nadel nicht völlig Platz hat auf einem Streifen, sondern eine

der Geraden schneidet, welche zwei angrenzende Streifen trennen.

Lösung. Indem wir die verschiedenen möglichen Lagen der Nadel

auf der Ebene betrachten, benennen wir mit dem Buchstaben x den

Abstand der Mitte der Nadel von der nächsten unter den parallelen

Geraden, welche die erwähnten Streifen trennen; mit dem Buchstaben cp

aber bezeichnen wir die Größe des spitzen Winkels, den die Nadel mit

der Senkrechten zur Richtung der Streifen bildet. Alle möglichen Werte

von X sind zwischen und -h enthalten; wir werden sie als gleichmög-

lich anrechnen. Genau so können wir auch alle möglichen Werte des

Winkels <p als gleichmöglich rechnen, welche zwischen und 7C:2 liegen.

Ferner nehmen wir der größeren Anschaulichkeit halber eine will-

kürliche Länge als Maßeinheit und werden x und y als gewöhnliche

rechtwinklige Koordinaten eines Punktes 31 der

Ebene betrachten.

CN = x

ÄC ^^ = i

Aus der Figur ist zu sehen, daß die Nadel nicht

innerhalb eines Streifens Platz hat in den und nur in den FäUen, wenn

l

^ < -^ cos (f

0G =

A
2

l

7t

LM

OL 9^:
Fig. 4.

Wenden wir uns zur zweiten Figur, so ist zu bemerken, daß die

Lagen des Punktes M, welche den eben angegebenen FäUen entsprechen,

von seinen übrigen möglichen Lagen durch die JLuvyeEKFG getrennt

werden, die bestimmt wird durch die Gleichung:

l
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und daß sie die Fläche OEKFGO erfüllen, die von den Kordinaten-

achsen und von der Kurve EKFG begrenzt werden. Folglicli drückt

sich bei den gemachten Voraussetzungen die gesuchte Wahrscheinlich-

keit, daß die Nadel nicht innerhalb eines Streifens Platz hat, durch das

Verhältnis der Fläche OEKFGO zur Ebene des Rechtecks OHJG
aus, welches gleich ist

l
-- COS cp dcp
i

2/

h 71 hTt

Diese Aufgabe wurde von Buffon gestellt als erstes Beispiel der

Wahrscheinlichkeitsrechnung, welches geometrische Darstellung erfor-

dert. Ein kurzer Hinweis darauf findet sich in der „Histoire de l'Aca-

demie Royale des sciences, 1733"; ihre Lösung aber entsprechend den

obigen Ausführungen ist in der Abhandlung Buffon s gegeben „Essai

d'arithmetique morale", der im Jahre 1777 als Anhang zur Naturge-

schichte Buffon s erschien.

Bei Gelegenheit der Aufgabe Buffon s ist der Züricher Professor

der Astronomie R. Wolf zu erwähnen, der im Verlauf vieler Jahre eine

Reihe von Versuchen^) ausführte über die Zulässigkeit der Resultate

der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Wirklichkeit, auf Grund des

Bernoulli sehen Theorems. Wir führen nur das Ergebnis der Ver-

suche an von R. Wolf, die sich auf die Buffon sehe Aufgabe beziehen.

Bei den Versuchen R.Wolfs war die Breite der Streifen 45 Millimeter

und die Länge der geworfenen Nadel 36 Millimeter, daher drückte sich

also die Wahrscheinlichkeit, daß die Nadel auf einem Streifen nicht Platz

hat, auf Grund der Formel von Buffon aus durch die Zahl

j|^ + 0,5093.

Die Nadel wurde 5000 mal auf die Ebene geworfen, wobei sie

2468 mal ganz innerhalb eines Streifens Platz hatte, und 2532 zum Teil

auf dem einen, zum Teil auf dem anderen Streifen, so daß die Anzahl

1) R. Wolf, Versuche zur Vergleichung der Erfahrungswahrscheinlichkeit mit

der mathematischen Wahrscheinlichkeit (Mitt. der Naturw. Ges. in Bern 1849

bis 18Ö3), Die Resultate weiterer Versuche von R. Wolf sind veröffentlicht in

der Vierteljahrsschrift der Naturw. Gesellschaft in Zürich in den Jahren 1881,

1882, 1883 und 1893.
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der Würfe ^ bei denen die Nadel nicht innerhalb eines Streifens Platz

hatte zur Anzahl aller Würfe gleich war

und hinreichend nahe herankommt an die oben angegebene Wahrschein-

lichkeit, daß die Nadel auf einem Streifen nicht Platz findet.

In diesem Resultat kann man eine Bestätigung des Bernoulli-

schen Theorems durch den Versuch erblicken. Es ist interessant, daß

man sich des Resultats der Versuche von R. Wolf bedienen könnte für

die Berechnung der Zahl :i;; man braucht nur auf Grund des Bernoulli-

ßchen Theorems die angenäherte Gleichung zuzulassen

72 2532

ihn ' 5ÖÖ0
*

So finden wir für % den Wert

3,159 ...,

der sich von dem wirklichen Wert um weniger als

0,02

unterscheidet.

§ 31. Verallgemeineruiig der Aufgabe von ßUFFON.

Vierte Aufgabe. Auf eine Ebene, die wie früher mit einer Reihe

von Parallelstreifen einer und derselben Breite h bedeckt ist, wird ein

Scheibchen geworden, das von einer konvexen Randkurve begrenzt ist,

und hinreichend klein ist, so daß es in keinem Fall zugleich auf drei

Streifen zu liegen kommt, sondern Platz finden muß ganz innerhalb eines

Streifens oder zum Teil in einem, zum Teil in einem anderen Streifen.

Man soll die Wahrscheinlichkeit finden, daß dieses Scheibchen nicht ganz

in einem Streifen Platz hat.

Lösung. Wir beginnen mit der Voraussetzung, daß das auf die

Ebene geworfene Scheibchen von einem konvexen Polygon begrenzt

ist, und der Bestimmtheit halber verweilen wir beim Fall des Fünfecks.

Die Seiten des Fünfecks unterscheiden wir voneinander durch die

Buchstaben
a, h, Cy d, e,

mit denen wir in entsprechender Weise auch die Längen der Seiten be-

zeichnen. Wir beachten ferner, um die neue Aufgabe auf die alte zurück-
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zuführen, daß in allen Fällen, wenn die Scheibe nicht innerhalb eines

Streifens Platz hat, zwei Seiten des Umfangs von einer der Geraden ge-

schnitten werden, die die Streifen begrenzen.

Auf Grund dieser Bemerkung zerfallen wir das Ereignis, dessen

Wahrscheinlichkeit gefunden werden soll, in 10 Arten

ah, aCy ad, ae, hc, hd, he, cd, ce, de,

wo ah darin besteht, daß die Seiten a und h von einer Trennungslinie

der Streifen geschnitten wird; die Art ac besteht darin, daß die Seiten

a und c von einer dieser Geraden geschnitten werden usw.

Die angegebenen 10 Arten werden wir als einander ausschließende

betrachten, indem wir den Fällen die Wahrscheinlichkeit Null erteilen,

wo eine Ecke des Fünfecks auf der Grenze zweier Streifen liegt. Be-

zeichnen wir die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse

ah, ac, ad, ae, hc, hd, he, cd, ce^ de

mit dem Symbolen

(ah), (ac), (ad), (ae), (hc), (hd), (he), . . .

und die gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß das Scheibchen zum Teil auf

einem, zum Teil auf einem anderen Streifen liegt, mit dem Buchstaben

P, so können wir auf Grund des Additionstheorems die Gleichung auf-

stellen

P = (ah) + (ac) + (ad) + (ae) + (hc) + (hd) + (he) + (cd) + (ce) + (de).

Vermöge dieses Additionstheorems der Wahrscheinlichkeiten ha-

ben wir

(a) = (ah) -f (ac) + (ctd) + (ae),

(h) = (ah) + (hc)-i-(hd) + {he),

(c) = (ac) +(hc)-\-(cd) +(ce),

(d) = (ad) + (hd) + (cd) -f (de),

(e) = (ae)-^(he) -^ (ce) -^(de),

worin (a) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daß die Seite a von einem

Streifen auf den anderen ragt, (h) die gleiche Wahrscheinlichkeit für die

Seite h usw. Diese letzteren Wahrscheinlichkeiten werden auf Grund der

I
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oben angegebenen Lösung der BuFFONscben Aufgabe durch die Glei-

chungen bestimmt

Aus den oben geschriebenen Gleichungen finden wir, daß die Summe

(«) + (6) + (c) + W + («)

gleich der Zahl ist

2(a4- h + c 4- <J-[-e)

und auch gleich der mit 2 multiplizierten Summe

(al) + (ac) + (a^) + (ae) + (&c) + (&f?) + i))e) + (cö5) + (ce) -f (f^^)

,

welche die gesuchte Wahrscheinlichkeit P ausdrückt. Folglich ist

li-jt

und daher die gesuchte Wahrscheinlichkeit P gleich dem Verhältnis

a-\-'b -\- c-\- d-\-e

hu

der Länge des Umfangs zum Produkt der Streifenbreite in die Zahl %.

Auch ist leicht einzusehen, daß diese Betrachtung nicht nur für ein

Fünfeck gilt, sondern für ein beliebiges konvexes, hinreichend kleines

Vieleck. Ferner aber kann man mit Hilfe eines Grenzüberganges auch

auf krummlinige Konturen ausdehnen.

Daher wird die von uns gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß ein ge-

worfenes Scheibchen nicht ganz innerhalb eines Streifens Platz hat^

durch das Verhältnis der Länge des Umfanges zu dem Produkt aus der

Streifenbreite in die Zahl jt ausgedrückt.

§ 32. Eine verwandte Aufgabe (Nadel im Dreieck).

Fünfte Aufgabe. Auf eine Ebene, die mit einem Netz gleicher

Dreiecke bedeckt ist, wird eine unendlich dünne Nadel geworfen, deren

Länge l kleiner ist als jede der Höhen des Dreiecks. Man soll die Wahr-

scheinlichkeit finden, daß diese Nadel ganz innerhalb eines Dreiecks

Platz hat.
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Lösung. Es sei J.jB(7 das Dreieck des Netzes, innerhalb dessen

die Mitte der Nadel fällt; die Größen seiner Winkel bezeichnen wir mit
den Buchstaben

, ^ ^
Ä, B, C

und die Größen seiner Seiten mit den kleinen Buchstaben

üy h, c.

Wir werden alle Lagen der Nadelmitte für gleichmöglich annehmen,
bei jeder Neigung der Nadel.

Indem wir ferner annehmen, daß die Nadel irgend eine gegebene

Richtung hat^ ziehen wir durch die Ecken des Dreiecks ABC parallel

zur Richtung der Nadel die Geraden

LAL', MBM', NGN',

die in den Punkten ABC halbiert werden und dieselbe Länge ?, wie

auch die Nadel haben. Wenn man die Endpunkte dieser Strecken in

geeigneter Weise durch Geraden verbindet, die parallel zu den Seiten des

Dreiecks ABC sind, so entsteht innerhalb des Dreiecks ABC ein zweites

Dreieck A'B' C\ das für die gegebene Richtung der Nadel die Lagen

seiner Mitte, bei denen sie ganz innerhalb des Dreiecks ABC liegt, von

den übrigen möglichen Lagen der Mitte der Nadel trennt, so daß in

allen Fällen, wenn die Nadel die betrachtete Richtung hat, ihre Mitte

innerhalb ^'^'C liegen muß, damit die Nadel innerhalb J.ji5 (7 Platz hat.

..^
L'

Mg. 5.

Die Konstruktion des Dreiecks A'B'C ist aus den Figuren zu sehen;

man kann aus ihnen auch sehen, daß man die Richtung der Nadel be-

stimmen kann durch den Winkel

cp==^LAC,
der im Falle der ersten Figur (Fig. 5) zwischen und A, im Falle der

zweiten Figur (Fig. 6) zwischen A und A -\- B und endlich im Falle

der dritten Figur (Fig. 7) zwischen A -\- B und A -\- C -{- B = 7t liegt.

Außer dem Winkel cp ist es nützlich, gelegentlich der zweiten Figur

den Winkel
ifj^^-^ MBA = cp — A
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und im Falle der dritten Figur den Winkel zu betrachten

Alle Richtungen der Nadel werden wir als gleichmöglich in dem

Sinne rechnen, daß wir alle Größen des Winkels cp von bis ^ als

gleichmöglich ansehen werden. Bei diesen Bedingungen wird die ge-

suchte Wahrscheinlichkeit, daß die ganze Nadel innerhalb des einen von

uns betrachteten Netzdreiecks Platz hat, durch das Integral ausgedrückt

7t

JA'B'C dcp

J JABG it

welches der Summe gleich ist

A B C

/JA'B'C d^ fjA'B'C d^ Cja'B'C de

zlABC ' TT "^J JABC ' Tt +J dABC ' Tt

Wenden wir uns zum Integral

A

/dA'B'C dcp

JABC ' it

so bemerken wir, daß das Verhältnis der Flächen der Dreiecke

A'B'C und ABC

gleich dem Quadrat des Verhältnisses ihrer entsprechenden Seiten ist,

und aus der ersten Figur finden wir

A'G'^AC- C'N' -^h-l '^-+^
sinC

Folglich

-m-{'-J ABC \ AC / [ bsinC

~^ ~
b ^^"sinC "^ b^sin^C

_ 2Z sin (C+cp) ;^(1 — cos2(C + qp))~^
b sinC "^ 2b'^sm^C

und daher
A
^JA'B'C dcp A(. . l^a\ 2Za(cos5 + cosC)= ^(l + -^^

J dABC n TT \ ' 2^V Qn

;^a^(sin2Jg + sin2C)
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worin Q den doppelten Inhalt des Dreiecks ABC bedeutet, d. h. gleich ist

afesiu C = acsin^ = hc^mÄ.

In derselben Weise finden wir mit Hilfe der zweiten und dritten

Figur
B

~^ ABC ' 71 ~7r"\"^2^V Q-rt

Z-ö-(8in2J. + sin2C)

c

Es bleibt noch übrig, die gefundenen Größen der drei Integrale zu

addieren, und wir erhalten dann einen Ausdruck für die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit in Gestalt der algebraischen Summe

1
. l\ Äa^-{-Bb^-hCc^ _ 21 a{cosB+co8C)+ h{cosÄ+cosC}+cicosA-\-coäB)

_J_ JL ^l^^i^ ^ ?_+^^° '^ ^1 ± ^^(!!^

^

^ 4- sin2C) + c^(sin2^ 4- siii2.B)

Um den erhaltenen Ausdruck zu vereinfachen, lenken wir die Auf-

merksamkeit auf die einfachsten Gleichungen

a cos5 + ?> cos J. = c, a^ sin 2B + h'^ sin 2A = 2 Q,

acosC -\- CGOSÄ = h, o} sin 2 + c^ sin'2 Ä = 2Q,

hcosC + ccos7i = a, 62gijj2C-f c2sin2J5 = 2^;

kraft deren sein muß

a (cos B -f cos 0) -f & (cos C -f clos ^) + c (cos J. + cos jÖ) = a -f & -j- ^

und

a^(sin 2jB + sin2 0) + ^^(sin 2Ä + sin 2 C) + c^ (sin 2^ + sin 2B) = 6 r^.

Benützen wir diese Gleichungen, so finden wir, daß die gesuchte

Wahrscheinlichkeit durch die algebraische Summe dargestellt werden

kann

1 _4_
^''Uci' -^ Bb'' -f- Cc^) _ l (4a + 4/> + 4c - 31)

+
~~2~n~Q^ 2 7tQ
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In dem besonderen Fall, wenn das Netz aus gleicliseitigen Drei-

ecken besteht, haben wir

Der von uns gefundene Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit, daß die

Nadel ganz innerhalb eines Dreiecks Platz hat, wird dann zu folgendem

vereinfacht

i + iny^YiiU-i).
' S \a/ 'jt a \ aj

Dieser spezielle Fall der Aufgabe wurde von BuNiAKOWSKi be-

trachtet in seinem Aufsatz „Über die Anwendung der Wahrscheinlich-

keitsrechnung auf die Bestimmung angenäherter Werte transzendenter

Zahlen*^ ^) und in der Abhandlung ,,Grundlagen der mathematischen

Theorie der Wahrscheinlichkeiten^^

Nur infolge einer unglücklichen Wahl der Reihenfolge der Inte-

gration zeichnen sich die Rechnungen Büniakowskis durch ziemliche

Umständlichkeit aus, woraus auch ein Irrtum entstanden ist, der sich

in das Resultat dieser Rechnungen eingeschlichen hat.

Setzt man z. B.

1/3'

SO erhält man für die gesuchte Wahrscheinlichkeit

§ 33. Von der Summe unabhängiger Vektoren.

Sechste Aufgabe. Beschränken wir uns auf Vektoren in der

Ebene, so nehmen wir dabei an, daß sie bestimmt werden durch zwei

Systeme reeller Zahlen

X, Y, Z,..., W
X', Y',Z',..., W,

die äquivalent sind mit einem System komplexer Zahlen

X + X'i, Y -I- Y'i, . .
. , W + Wi-,

1) Memoires TAcademie Imperiale des Sciences de St. Petersbourg, VI. Serie,

Sciences Mathem. et Phys. T I (III).
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die Summe der betrachteten Vektoren wird durch die zwei reellen Sum-
men bestimmt

X -h r + Z + .
.

. + TT und X' + r' + Z' + . • . + IF'.

Wir nennen die betrachtetenVektoren unabhängig, indem wir voraus-

setzen, daß im System

x,x; Y, r, ..., w, w
nur solche Zahlen abhängig sind, die von uns mit denselben Buchstaben

bezeichnet sind. Wir bezeichnen, ähnlich wie in § 16, mit den Buch-

staben

Q, 6, t, . . ., CO

die Wahrscheinlichkeiten der Gleichungen

X-{- X'i = x-{- x'i, Y -\-Y'i = y -^ y'i, . .
. , W+W'i = tv^ w'i,

so daß

So = So = ^t = = ^G) = 1

.

Ferner setzen wir

^QX = a, ^ay = h , . . ., ^(ow = If

J:q(x - af == aj, ^ö{y -hy = \,..., ^co (tv - ly = Z„

2qx' = a', ^^y' = ^', • • • ;
^cjw' = r,

^e (x'- aj = a,', :^0{y'- hj = 6/, ...,2«> («''- '? = l^,

^Q{x—a)(x—a)= a, ^6(y—h)(y'—'b')= ß,..., ^cd (w— l)(w'— V)= X ;

diese Zahlen werden wir als gegeben betrachten.

Unsere Aufgabe besteht in der angenäherten Berechnung der Wahr-

scheinlichkeit, daß die Summen

x-i- r+.---f TT, x'+r + .-.+ TF'

gewissen Ungleichheiten genügen; wobei wir der Einfachheit der Rech-

nung halber bei solchen Ungleichheiten verweilen

t^<X-^Y-{-'"^W -a-h l<t
und

t; <X' + Y' -\- ' " -\- W - a -¥ V <t\

in denen wir f^, tj i^, t' als gegebene Zahlen betrachten.
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Lösung. Wir bedienen uns, ähnlich wie früher, des Dirichlet-

schen Faktors, und stellen die gesuchte Wahrscheinlichkeit in Gestalt

eines Doppelintegrales auf

i-oo i

sm —• sin —T— _ /sj^ _ tu
>i

— 00 —00

worin

und

^:^ ^Qßi{x-a)^ + i{x'-a')ii .^^^{y -b)^ + i {y' -b')ii
^

Entwickelt man ferner die Summen

^Q^i^-(^)^^^i^'-'^')n ^0^{y-b)^ + i{y'-t>')tj

in Reihen nach wachsenden Potenzen von h, und i^, so erhält man

woraus wir durch Multiplikation ableiten

darin ist

^ = a^ H- 6, + • • • + ?,, B= a + ß+-"^l, C= a/ + 6/ + • • • + Z/.

Aus der angegebenen Entwicklung von ^ nach wachsenden Po-

tenzen von I und r} schließen wir, daß diese Funktion sich wenig un-

terscheidet von der Exponentialfunktion

e '
"".

Vertauschen wir aus diesem Grund Sl mit der Exponentialfunktion,

so erhalten wir für die gesuchte Wahrscheinlichkeit einen angenäherten

Ausdruck in der Gestalt eines zweifachen Integrals

+ 00 +00

^ sin—- A§^ + 2B^t] + Ctf- _ «fl _ s^i

den wir der Kürze halber mit dem Buchstaben P bezeichnen.
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Um die von uns eingeführten Hilfsgrößen | und r] zu entfernen,

betrachten wir P als Funktion der Veränderlichen t und t' und bilden

die Ableitungen

dt ' dt dt'

'

Wir können dann die Formeln aufstellen

f t t'

^-f§-^^-ffZ"^*<^*'
und

4-30+00-.^j-j;-™—<-'.„.,

Was das letztere zweifache Integral anbetrifft, so können wir, in-

dem wir darauf zweimal die bekannte Formel anwenden

+ =0

worin j) eine reelle positive Zahl ist, q aber eine beliebige komplexe

Zahl, ohne große Mühe finden

'1_:^_. ^ .
^ g 2 (^ c - BO

Auf diese Weise erhalten wir für die gesuchte Wahrscheinlichkeit

der Ungleichheiten

t,<X-{- Y+--' + W~a-h ;-l<t
und

t; <x' ^Y' ^•-\-w -a -V V <r

den ziemlich einfachen Näherungswert

^_i / e
nAc-iP) dtdt'.

27tyAC~B''J J
h h'

Beachtet man aber, daß man jede Fläche als Grenzfall der Summe

rechteckiger Flächen betrachten kann, deren Seiten zwei gegebene Rich-

tungen haben, so kann man schließen, daß überhaupt das zweifache In-

tegral

==^ ^ffe Mac-b-) dtdf,
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welches über alle Werte t und V zu erstrecken ist, die irgendwie vor-

geschriebenen Ungleichheiten genügen, näherungsweise die Wahrschein-

lichkeit darstellt, daß diesen Ungleichheiten die Größen genügen

^ = X+ r+---+ W-a-h l

r = X' + r + • •
. + w -a-y r.

Die Frage nach dem Fehler dieser angenäherten Berechnung bleibt

offen.
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Kapitel VI.

Die WahrscMnliclikeit Yon Hypothesen

und zukünftigen Ereignissen.

§ 34. Division der Wahrscheinliclikeiten. Formel von BAYES.

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Betrachtung einer

Reihe von Fragen über die Änderung der Wahrscheinlichkeiten bei Än-

derung der Daten. Unsere Ausführungen werden sich auf folgenden Lehr-

satz gründen^ der eine unmittelbare Folgerung des Multiplikationssatzes

der Wahrscheinlichkeitsrechnung bildet und der Satz der Division der

WahrscheinlicMceiten genannt werden kann.

Theorem: Die WahrscheinlicMeit des Ereignisses B ist, wenn der

Eintritt von A bekannt ist, gleich dem Verhältnis der Wahrscheinlichkeit

des Eintretens der Ereignisse A und B zusammen mr Wahrscheinlichkeit

des Ereignisses A.

Dieses Theorem wird durch die Formel ausgedrückt

{,B,Ä) = ^j-]^, (14)

welche aus der früher aufgestellten Gleichung hervorgeht

{AB) = {Ä){B,A). ^

Das Divisionstheorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung wenden wir

vor allem auf die Lösung der folgenden Aufgabe an.

Erste Aufgabe.

Es seien hei bestehender Tatsache A die Ereignisse

B„B„...,B„...,B„

allein möglich und nicht verträglich. Es seien ferner mit

{B,),(B,),...,(^^),^'AJ^n)

ihre Wahrscheinlichkeiten bezeichnet, wenn der Bestand oder Nichthestand

von A unbekannt ist und es möge das Symbol

{Ä, B,)
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die WahrscheinlicMeit des Ereignisses A bedeuten ^ wenn das Eintreten

des Ereignisses JB^ festgestellt ist; endlich möge das Symbol

die WaJirscheinlicJiJceit des Ereignisses B. bedeuten, wenn bereits das Ein-

treten von Ä festgestellt ist. Sind gegeben

{Ä,B,),(A,B,),...,iA,BJ,

SO sind zu berechnen

iB„A),(B„A),...,{B,,A).

Lösung. Nach dem Divisionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

haben wir

Auf der anderen Seite finden wir aus dem Multiplikationssatz der

Wahrscheinlichkeitsrechnung:

{AB,)^iB,)iA,B,).

Zerlegen wir endlich das Ereignis A in die Fälle

AB„AB„...,AB^,

SO erhalten wir nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

iÄ) = {AB,) + {AB,) + --- + {AB„).

Ferner haben wir

(A) = (B,) {A, B,) + (B,) (A, £,) + ••• + (BJ {A, B„)

und endlich

fj^ 4\ ^ (-Bi) (^ •S^•) /-j K\

Betrachten wir die Ereignisse

B^, B^, . . ., B^

als Hypothesen, die für Erklärung des Auftretens des Ereignisses A auf-

gestellt sind, so können wir diß letzte Formel zur Unterscheidung von

anderen die Formel mir Bestimmung der WahrscheinlicMeit von Hypo-

thesen nennen. Sie ist auch unter dem Namen der Bayessehen Formel

bekannt.

12*
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Wir vereinigen jetzt mit den Ereignissen

A, B^, B^, . .., -B«

ein neues Ereignis C und stellen die folgende Aufgabe:

Zweite Aufgabe. Es seien gegeben

{A,B,),{Ä,B,),...,{A,B,J,

{C,AB,),(G,ÄB,),...,iC,ABJ,

man soll (G, Ä) finden^ d. h. man soll die Wahrscheinlichkeit des Ereig-

nisses C hestimmenj wenn das Eintreten des Ereignisses A festgestellt ist.

Lösung. Bei den Voraussetzungen der Frage müssen die Ereignisse

die einzigmöglichen und unverträglichen sein, wenn der Tatbestand A
vorliegt. Deshalb können wir bei Bestehen von A das Ereignis G in

die unverträglichen Fälle zerlegen

CB„CB„...,CB^

und haben nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

(<7, A) = {GB„ A) + {CB„ A) + ---+ (CB,,, Ä)

.

Wenden wir sodann auf die Summanden der letzten Summe den

Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung an, so erhalten wir

{CB„A)^{B,,Ä){C,AB:);
^

endlich hatten wir für den Ausdruck (^., A) schon die Formel auf-

gestellt

W-; ^)
IB,) (^, 5J + . . . H- {B„) {Ä, BJ '

welche die vorhergehende Aufgabe löst. Folglich ist

tPTi 4\- (BHAJBliC^ABl
(^U25,, JL) -

J^ßJ^^^jß,) + • • • + (^J {A, B„)

und

m A\ '^^i) (^> -^^) (^^- -^-^^^ + • • • + ^^-^ ^^^ ^-^ ^^- "^^-^
r (m{^y^)-

-
'- iB,){Ä,B,)-{-----i-{B,){Ä,B„) ^ ^

Betrachten wir das Ereignis A als gegenwärtig, G aber als ein

mögliches zukünftiges Ereignis, so können wir die letzte Formel zum
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ünterscliied von anderen die Formel für den ÄusdrucJc der Wahrschein-

lichkeit zukünftiger Ereignisse nennen.

Es ist wichtig, eine Vereinfachung dieser Formel zu beachten.

Die Ereignisse C undÄ werden allerdings als voneinander abhängig

vorausgesetzt, aber sie können unabhängig werden, sobald klar ist, wel-

cher der Fälle

stattfindet. Wenn die Ereignisse C und A voneinander nicht abhängen,

sobald erkannt worden ist, welcher der Fälle

stattfindet, so fällt jede der Wahrscheinlichkeiten

welche in die von uns betrachtete Formel eingehen, mit der entsprechen-

den Wahrscheinlichkeit

zusammen, daß C mit B. eintritt. Es nimmt dann die oben gefundene

Formel die einfachere Gestalt an

fr ^^ _ (^i) i^. -Bi) (fi -Bx) + •
•

' + (Bn) {A, BJ (C, £J .

^"^^ ^^
(A) {Ä, :B,)+ • • • + (B^ (Ä, B„)

' ^^^)

Zur Erläuterung der aufgestellten Formeln betrachten wir eine Reihe

einfacher besonderer Beispiele.

Erstes Beispiel.

Man nehme nach Belieben eine aus 14 Urnen, von denen bekannt

ist, daß 9 von ihnen je 5 weiße und je 8 schwarze Kugeln enthalten,

die übrigen aber je 11 weiße und je 2 schwarze Kugeln, und das keine

von ihnen andere Kugeln enthält außer den weißen und schwarzen. Aus
dieser Urne wird eine Kugel nach Belieben genommen und ergibt sich

als weiß.

Es wird gefragt, wie groß bei diesen Voraussetzungen die Wahr-
scheinlichkeit ist, daß eine der 9 Urnen genommen wurde, die je 5 weiße

und je 8 schwarze Kugeln enthalten?

Ferner wird nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, daß die zweite

Kugel, aus derselben Urne entnommen, ebenfalls weiß ist.

Anwendung der Formeln.
Die Tatsache B^ möge darin bestehen, daß die hergenommene Urne

5 weiße und 8 schwarze Kugeln enthält, das Ereignis B^ aber darin.
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daß die hergenommene Urne 11 weiße und 2 schwarze Kugeln enthält.

Ferner möge der Tatbestand A bestehen in der weißen Farbe der ersten

gezogenen Kugel und der Tatbestand C in der weißen Farbe der zwei-

ten gezogenen Kugel. Dann haben wir, wenn wir die aufgestellten Be-

zeichnungen festhalten:

als gesuchten Größen aber gelten

{B„Ä) und (C,Ä).

Die erste von beiden

steUt die Wahrscheinlichkeit dar, daß die weiße Kugel aus einer Urne

gezogen wird, die 9 weiße und 5 schwarze Kugeln enthält.

Bestimmen wir sie nach der oben erwiesenen Formel, so finden wir

9 5

m A\ — 1^' 13 9
. (^1, ^j - 9 ^ ,

5 11
~"

20'

14 *

13 '' 14
*

13

auf genau dieselbe Weise erhalten wir

(B,, Ä) =
5 11

14 '

13 11

9 5 5 11 20,

li 13
"^ 14 *

13

Es ist die Bemerkung von Interesse, daß

(B,)>W aber (B„ Ä)< (B„ A).

Wir gehen über zu der Größe

(C, A),

welche die Wahrscheinlichkeit darstellt, daß die zweite gezogene Kugel

weiß ist, wie die erste.

Um sie zu berechnen nach der Formel



§ 34. Division der WahrscheinlichJceiten. Formel von Bayes. 183

müssen wir die Beträge aufstellen:

{C,AB;) und {C,AB^).
Die Größe

{C,AB,)

«teilt die Wahrscheinliclikeit dar, daß nach einer weißen Kugel eine

zweite weiße Kugel aus einer Urne gezogen wird, die zu Anfang der

^üge 5 weiße und 8 schwarze Kugeln enthielt.

Setzt man voraus, daß die erste weiße Kugel nicht in die Urne

zurückgelegt wird, so haben wir

(C,^i?0 = r2 = l'

^a ja die zweite weiße Kugel zu einer Anzahl von 12 Kugeln gehören

muß, unter denen sich 4 weiße und 8 schwarze befinden.

Aus demselben Grunde haben wir

Folglich ist

{C,Ä)

•so bestimmt sich die Wahrscheinlichkeit für die weiße Farbe der zwei-

ten Kugel, wenn die weiße Farbe der ersten bekannt ist.

Solange aber, als die Farbe der ersten Kugel unbestimmt bleibt,

ist die Wahrscheinlichkeit für die weiße Farbe der zweiten Kugel gleich

VW K^) 14 13 "T 14 •
13 182 91

'

Zweites Beispiel.

Aus einer Urne, welche 3 weiße und 5 schwarze Kugeln enthält

und weiter keine Kugeln, werden 4 Kugeln gezogen und in eine andere

leere Urne gelegt. Ferner werden aus der zweiten Urne, die nur 4 Ku-

geln der ersten Urne enthält, 2 Kugeln entnommen, die sich beide als

weiß ergeben. Endlich wird aus derselben zweiten Urne noch eine Kugel

gezogen.

Die Frage lautet: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die

letztere Kugel ebenfalls weiß ist?

{G, AB,) = 1° = i
•



184 Die Wahrscheinlichkeit von Hypothesen und zukünftigen Ereignissen.

AnwenduDg der Formel. Da wir wissen, daß aus der zweiten

Urne 2 weiße Kugeln gezogen worden sind, so können wir hinsichtlich

der Kugeln, die aus der ersten Urne in die zweite gelegt wurden, zwei

Annahmen machen 1. zwei weiße und zwei schwarze, 2. drei weiße und

eine schwarze.

Bezeichnet man diese Hypothesen als Ereignisse

B^ und jBg,

die weiße Farbe beider gezogenen Kugeln als Ereignis A und die weiße

Farbe der letzten gezogenen Kugel als Ereignis (7, so hat man (§ 20)

1.2-3-4 3-2. 54 3W =

W =

1-21-2 8-7-6-5 7^

1.2.3-4 3-21ö_J_
r^^3^T *

8 •
7~6

• 5
"~

14 ^

und deshalb ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

111
r4*¥*¥ _ 1

3" 1 .jT^r ~ "6
•

7
'

6
"^

14 *

2

Diese Darlegung ist durchaus in Übereinstimmung mit dem Um-
stand, daß die betrachtete Kugel zu einer Anzahl von sechs Kugeln ge-

hören muß, unter denen sich nur eine weiße befindet.

Drittes Beispiel. Wir halten alle Bedingungen und Bezeich-

nungen des zweiten Beispiels bei, nur mit der Abänderung, daß die letzte-

Kugel, von unbekannter Farbe, nicht aus der zweiten, sondern aus der

ersten Urne genommen werden soll.

Bei dieser Voraussetzung haben wir

(C, AB,) = { = (C, B,), (C, AB,) = (0, B,) =

und daher wird die Wahrscheinlichkeit, daß die letzte Kugel weiß ist^

gleich
3 ^ ^
7

*

6
*

4 1

1 1_lJl i ^'

y *

6 '' 14
*
2

wie dies auch der Fall sein muß, da auch diese Kugel zu einer Anzahl

von sechs Kugeln gehört, unter denen sich nur eine weiße befindet.
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Viertes Beispiel. Wir haben zwei Urnen L und M, die Urne L
enthält drei Kugeln, von denen eine schwarz ist und zwei weiß, die

Urne M enthält aber sechs Kugeln, von denen eine weiß ist und fünf

schwarz. Wir legen nach Belieben aus L eine Kugel in M, ziehen so-

dann aus M eine Kugel und bemerken, daß diese letztere Kugel von

weißer Farbe ist.

Unter diesen Bedingungen wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit

zu bestimmen, daß die aus L in M hinübergelegte Kugel von schwarzer

Farbe war.

Lösung. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich

1 1

¥' 7 1

_2 2 £ 1 5

3
*

7
"^

3
*

7

§ 35. Die fundamentalen Formeln der statistischen Untersuclmngen.

Sterblichkeitstafeln.

Wir wollen uns der aufgestellten Formeln für die Lösung zweier

Aufgaben bedienen, von denen ein bestimmter Fall bei einer speziellen

Voraussetzung in der Praxis auftritt.

Dritte Aufgabe. Es wird eine unbegrenzte Reihe von Proben be-

trachtet bei den unten angegebenen Daten.

Nach Erklärung einiger Umstände iverden diese Proben hinsichtlicJt des

Ereignisses E voneinander unabhängig, und für sie alle wird die Wahr-

scheinlichkeit des Ereignisses E gleich einer und derselben Zahl a.

Die oben erwähnten Umstände bleiben nicht erklärt und die Zahl a

wird nicht genau bestimmt. Hinsichtlich der Zahl a kann man n und

nur n Voraussetzungen machen

deren Wahrscheinlichkeiten, je nach den geltenden Baten, dargestellt werden

durch die Zahlen

Pi,P-2y "', Pv ' -^Pn-

Es ivird verlangt, zu bestimmen, wie sich die Wahrscheinlichkeiten

der verschiedenen Voraussetzungen über die Größen a ändern in dem Fall,

daß außer den J)aten, für die die Ausdrücke

Pl^P2^"-^Pn
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aufgestellt sind, helaannt ist, daß hei Je -\- l Frohen das Ereignis E h-mal
auftritt und das entgegengesetzte l-mal.

Anders gesagt^ sind gegeben

PiyPi, - ' -yPi, •• ',Pn,

SO wird verlangt die Wahrscheinlichkeit jeder der Annahmen

nachher zu berechnen, wenn bekannt ist, daß bei Ä; + ? Proben das Er-
eignis E /t-mal eingetreten ist.

Lösung. Bezeichnen wir mit dem Buchstaben A das beobachtete

Ergebnis von ä; + 2 Proben, das im /c- maligen Eintreten von E und
im Z- maligen Nichteintreten von E besteht. Ferner nennen wir die

oben angegebenen Voraussetzungen über den Betrag der Zahl a die Er-

eignisse

so daß das Ereignis B. wesentlich übereinstimmend ist mit der Gleichung

u = a..

Dann werden die gesuchten Größen sein

iB„Ä),{B„A),-.;(B„,Ä),

die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse

B^, B^, ', B„

beim Tatsachenbestand Ä. Um uns zur Bestimmung dieser Wahrschein-

lichkeiten der Formel

zu bedienen, müssen wir nur die Werte

{A, B,), (Ä, B,), . ., {Ä, I?„)

finden, da ja die Zahlen

^ . ,
W=p„iB,)^p„...,{B„)=p„

gegeben smd.

Indem wir uns zur Berechnung von

(A, B,), {A, B,), .

., (A, Bj
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wenden^ beachten wir^ daß

die Wahrscheinlichkeit des Z;- maligen Eintretens von E bei Ic + l un-

abhängigen Proben bedeutet, für deren jede die Wahrscheinlichkeit des

Ereignisses E gleich a^ ist. Eine solche Wahrscheinlichkeit wird durch

eine bekannte Formel gefunden, kraft deren wir haben

Setzen wir i der Reihe nach gleich

1,2,- --,n,

so finden wir auf diese Weise die Größen

iÄ,BJ,{A,B,),...,{A,B„).

Wir müssen nun diese Größen in die oben angegebene Formel ein-

setzen und nach Kürzung mit

l'2--'{k-\- l)__

1 -2- • 'h~'l 2---1

erhalten wir

(B Ä) = It^^lSLuL^l

Nachdem wir die Wahrscheinlichkeit für jeden Wert der Zahl a

im einzelnen gefunden haben, können wir leicht auch die Wahrschein-

lichkeit bestimmen, daß a innerhalb gegebener Grenzen liegt, da ja die

letztere Wahrscheinlichkeit gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten

für dieselben Werte der Zahl a ist, welche innerhalb der vorgegebenen

Grenzen liegen. Folglich wird nach dem, was bekannt war, daß näm-

lich bei h + l Proben das Ereignis E Jc-maX eintrat, die Wahrscheinlich-

keit der Ungleichheiten

cc' < «f < cc''

durch den Bruch ausgedrückt

2rp^t(izir^f -

wobei die Summe^ über alle möglichen Werte von i zu erstrecken ist,

die Summe ^' aber nur über diejenigen, für welche die Ungleichheiten

erfüllt sind
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Vierte Aufgabe. Unter Beibehaltung aller Bedingungen und
Baten der dritten Aufgabe wird verlangt, die Wahrscheinlichkeitm berech-

nen, daß bei \ + l^ zukünftigen Proben aus der von uns betrachteten Beihe
das Ereignis E k^-mal eintritt, wenn bekannt ist, daß es bei k + l Proben
k-mal eintrat.

Bemerkung. Wir nannten die k^ -f l^ Proben zukünftig zum Unter-

schied von den beobachteten; aber bei unseren Ausführungen spielt die

Zeit gar keine Rolle, und deshalb können die k^ + l^ Proben auch voll-

zogen oder gleichzeitig sein.

Lösung. Bezeichnet man mit dem Buchstaben C das k^-malige

Eintreten des Ereignisses E bei k^ -f l^ Proben, so wird die von uns

gesuchte Wahrscheinlichkeit gemäß der angenommenen Bezeichnung

(ß, Ä),

und sie wird nach der Formel bestimmt

(C Ä) = ^TOJ^^ÄWi-Bi

für
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bestimmt, daß das Ereignis E bei A'j -|- l^ Proben 7q-mal eintritt, wenn

bekannt ist, daß dieses Ereignis bei li + l Proben /c-mal eintrat.

Zur besseren Erläuterung der letzten beiden Aufgaben dient der

folgende Spezialfall davon. Wir haben n Kategorien von Urnen mit

weißen und anderen Kugeln. Das Verhältnis der Zahl der weißen Kugeln

zur Zahl aller Kugeln, die sich in einer Urne finden, sei gleich a^ für

jede Kugel der ersten Kategorie, gleich a^ für jede Kugel der zweiten

Kategorie usw. Endlich mögen die Zahlen

entsprechend die Verhältnisse der Anzahl der Urnen

1 ter Oter ^^ter

Kategorie zur Gesamtzahl der Urnen bedeuten.

Alle diese Urnen werden durcheinander gestellt, und aus ihnen nach

Belieben eine genommen, mit der auch die Reihe der Proben vorgenom-

men wird. Jede Probe besteht im Herausziehen einer Kugel, die sodann

wieder in die Urne zurückgelegt wird, um das Verhältnis der Anzahl

der weißen Kugeln zur Anzahl aller Kugeln in der Urne konstant zu

erhalten.

Bei Ik -\- l solchen Proben erschien eine weiße Kugel Ä;-mal. Es

wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß für die zur

Probe dienende Urne die Zahl der in ihr enthaltenen weißen Kugeln zur

Zahl aller ihrer Kugeln ein gegebenes Verhältnis a^ hat.

Bis zur Beobachtung war diese Wahrscheinlichkeit^^.-, nachher aber

drückt sie sich, entsprechend der Formel, durch den Bruch aus

Ferner wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß

bei \ -f- l^ Proben, die mit eben derselben Urne vorgenommen sind nach

Beobachtung von li -\-l Proben, eine weiße Kugel Ä^j-mal erscheint.

Wäre das Ergebnis der h -\-l beobachteten Proben nicht bekannt,

so würde sich die letztere Wahrscheinlichkeit ausdrücken durch die

Summe

V l-2. .^^/,) _^..ri_«V.^ 1

wobei

i = l,2,
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sind aber die Ergebnisse von k + l Proben schon bekannt, so wird sie

nach der Formel, gleich

dabei ist

Wir gehen jetzt zu dem oben erwähnten Spezialfall über und setzen

12 i

und werden ?^ unbegrenzt vergrößern.

Dann werden die von uns betrachteten Summen

^>, «/ (1 - cc,y, 2p, «/ (1 - «,)', ^Ä«,*+*' (1 - «,)'+''

wie leicht zu sehen, den Grenzwerten zustreben

a'

1

Die Ergebnisse, zu denen wir so gelangen, sind in der Lösung der

5*«^ und 6*«^ Aufgabe enthalten.

Fünfte Aufgabe. Es wird eine unbegrenzte Beihe von Frohen be-

trachtet, hinsichtlich deren belcannt ist, daß sie bei Aufldärung einiger Um-
stände von einander unabhängig werden.

Weiter ^ivird als bekannt vorausgesetzt^ daß die Wahrscheinlichheit

des Ereignisses E bei allen diesen Proben einen und denselben Betrag a

haben muß, sobald nur die oben envahnten Umstände aufgeklärt sind.

Diese Umstände bleiben unaufgeMürt und deswegen bleibt die Zahl a un-

bekannt, und alle möglichen Werte zwischen und 1 gelten für sie als

gleichmöglich, so daß die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

für <«'<«"< 1 ausgedrückt wird durch das Integral

a"

I
da = a!'— a .
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Es wird gefragt, wie sich die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen

Annahmen über die Größen a in dem Fall ändern, wenn bekannt ist, daß
bei k -\-l Proben k-mal das Ereignis eintritt und sein Gegenteil l-mal?

Antwort. Die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

a <^ a <C ol"

wird sich ausdrücken durch den Bruch

a"

J cc''{l — a)'da

.

(18)

ß^(1 — ccfda

anders gesagt, die Dichte der Wahrscheinlichkeit für die verschiedenen

Werte von a wird proportional sein dem Bruch

«^1 - ay.

Sechste Aufgabe. Unter Beibehaltung aller Bedingungen und

Daten der vorigen Aufgabe wird verlangt, die Wahrscheinlichkeit zu be-

stimmen, daß bei \ + l-^ zukünftigen Proben aus der von uns betrachteten

Beihe \-mal das Ereignis E eintritt, tvenn bekannt ist, daß es bei k ^ l

Proben k-mal eintrat.

Antwort. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich

1

1.2.3.(ä:,+ Z0

l-2--h'l'2--'L

Jcc\l — a)Ua

(19)

Die letzten beiden Aufgaben werden vortrefflich illustriert durch

eine unerschöpfliche Urne, in der sich Kugeln von weißer und von

anderer Farbe befinden, wobei das Verhältnis der Zahl der weißen Kugeln

zur Gesamtzahl der Kugeln einen uns unbekannten konstanten Wert

behält, wie viel Kugeln wir auch aus der Urne ziehen.

Die Formeln, welche die Antwort auf die 5*® und 6**^ Aufgabe geben,

lassen sich zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten aus den Beobach-

tungen, a posteriori, anwenden. Man kann dabei aus dem Ausdruck für

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten
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in Gestalt des Bruclies
a"

f
cc {1 — (x) da.

a'

i

J a{l — afda

auf eine geringe Wahrscheinlichkeit großer Abweichungen von a und

Tc'.Qi + l) schließen, wenn nur die Zahl Iz -f l der beobachteten Proben

beträchtlich, und deshalb kann man setzen

^ + /.+ ?

Ferner kann man aus der Antwort auf die sechste Aufgabe ableiten,

daß bei einer großen Anzahl von beobachteten Proben und bei einer

vergleichsweise kleinen Anzahl von zukünftigen Proben die Wahrschein-

lichkeit der verschiedenen Vermutungen über die Zahl des Auftretens

des Ereignisses E bei diesen letzten Proben sich wenig von denjenigen

unterscheidet, die erhalten werden, wenn wir bei allen diesen zukünftigen

Proben die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E annehmen gleich

k

k-\-l
'

So wird z. B. für eine zukünftige Probe die Wahrscheinlichkeit des

Eintretens des Ereignisses E gleich

fc-f 1_ Je

]c^rj^2^ k 4-1

'

und für zwei zukünftige Proben wird die Wahrscheinlichkeit, daß das

Ereignis E alle beide mal eintritt, gleich

(]cJ^l^2){k-j-l-{-d)^ \k-\-lJ '

die Wahrscheinlichkeit aber, daß es nur einmal eintritt, gleich

(^+l).(Z+l)^ ,^Jc l_

^ ' (jc-^l-\.2){k-{-l-^S)^ k-{-l k-\-r

Aus den Formeln (18) und (19) kann man mit Hilfe der Stirling-

schen Formeln und Abänderung der unter dem Integral stehenden Funk-

tion Näherungsformeln ableiten, ähnlich der Formel (6), wobei wir nicht

verweilen wollen.
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Hinsiclitlicli aller Ausführungen^ die sich auf die von uns angegebene

Anwendung der Formeln (18) und (19) gründeten, ist die Bemerkung

angebracht, daß man ihnen keinen großen Wert beimessen darf. Das

beruht darauf, daß man, bevor man diese oder jene Formel anwendet

und aus ihr verschiedene Schlüsse zieht, unumgänglich ihre Existenz-

bedingung klarlegen muß und sich von ihrer Gültigkeit in den Fällen

überzeugen muß, in denen wir die Formeln anzuwenden wünschen.

Die Formeln, welche die Antwort auf die fünfte und sechste Auf-

gabe darstellen, sind aufgestellt unter folgenden Bedingungen:

1. der ünabJiängiglieit der Proben nach Aufklärung gewisser Um-

stände.

2. der Erhaltung der uns unhelcamiten WahrscheinlichJceit des Er-

eignisses E hei Aufklärung der oben erwähnten Umstände.

3. der gleich großen Wahrscheinlichkeit aller Werte dieser Wahrschein-

lichJceit bis zur Beobachtung.

Angewendet werden aber diese Formeln auf solche Fälle, wo die

Erfüllung von wenigstens einer der erwähnten Bedingungen äußerst

zweifelhaft ist.

Eines der wichtigsten Beispiele von Wahrscheinlichkeiten, die aus

der Beobachtung bestimmt sind, bildet die Wahrscheinlichkeit, daß eine

Person gegebenen Alters eine gegebene Frist weiter lebt, z. B. ein Jahr.

Von dieser Wahrscheinlichkeit spricht man oft wegen ihrer wichtigen

Anwendung. Viele beschäftigten sich mit der Ausarbeitung von Me-

thoden für die angenäherte Berechnung auf Grund von Beobachtungen

und stellten verschiedene Sterblichkeitstabeilen auf, aus denen man leicht

ihren angenäherten Wert berechnen kann für verschiedene Lebensalter

und Fristen.

Wir werden die Einzelheiten und Feinheiten dieser Methoden nicht

auseinandersetzen, wollen vielmehr bei der Erläuterung ihrer Grund-

lagen verweilen.

Wir nehmen an, daß n Personen, die ein und dasselbe gegebene

Lebensalter haben, in unsere Beobachtung getreten sind, und daß wir

sie im Lauf der gegebenen Frist nicht aus den Augen verlieren. Ferner

nehmen wir an, daß m von ihnen eine gegebene Frist weiter leben, n-m
aber in ihrem Verlauf sterben. Betrachten wir dann unterschiedslos eine

dieser Personen, so können wir den Bruch

m
n

Markoff-Liebmann: Wahracheinlichkeitsrechnung. 13
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die Wahrscheinlichkeit nennen^ daß eine Person gegebenen Alters, die

aus der Zahl der oben genannten n Personen genommen ist, die gegebene

Frist weiter lebt.

Die so gefundene Wahrscheinlichkeit bezieht sich nur auf die Ver-

gangenheit und auf eine gegebene Gruppe von Personen. Für den prak-

tischen Zweck müssen wir die Ergebnisse der Vergangenheit auf die

Zukunft übertragen. Diese Übertragung wird gerechtfertigt durch die

Annahme, daß für eine andere Gruppe von Personen, die der ersten

mehr oder minder ähnlich ist, das dem Bruch m : n analoge Verhältnis

von m:n wenig verschieden sein wird; diese Annahme aber stützt sich

auf die seit langen Zeiten beobachtete Wiederholung der verschiedenen

Erscheinungen, aus denen die Vorstellung von der Unveränderlichkeit

der Naturgesetze fließt.

Wenden wir jetzt auf den gegebenen Fall die fünfte und sechste

Aufgabe an, so müssen wir uns vorstellen oder annehmen, daß es irgend

eine unbekannte Größe gibt,

welche die Wahrscheinlichkeit für eine Person gegebenen Alters dar-

stellt, eine gegebene Frist weiter zu leben, und welche angenähert

gleich ist

m
n

Es gibt aber keine Mittel, sich von der Richtigkeit dieser Annahme

zu überzeugen, man kann sie auch nicht aus den Formeln (18) und (19)

entnehmen, die auf eben diese Annahme gegründet sind. Im Gegenteil,

wir haben bei allem Glauben an den Bestand unferänderlicher Natur-

gesetze vollen Grund, die Existenz einer konstanten Zahl a zu verwerfen,

da ja im Verlauf der Zeit die Lebensbedingungen der Menschen sich

sehr beträchtlich ändern können, und da bei Änderung der Lebens-

bedingungen die Sterblichkeit
^J

der Menschen kaum unverändert bleiben

kann. Überdies ist die Annahme verschiedener Sterblichkeit für die

verschiedenen Kategorien von Menschen sehr natürlich, die gleichzeitig

im Lande wohnen, sich aber durch die Art des Lebens, die Natur ihres

Berufes und ihre körperliche Beschaffenheit unterscheiden.

Wenn man aber auch zugibt, daß eine feste Zahl a sich bestimmen

1) Wir bedienen uns dieses Wortes nach dem allgemeinen Gebrauch, ohne

bei der Frage zu verweilen, ob man ihm einen völlig bestimmten Sinn ver-

leihen kann.
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ließe durch die gemeinsamen Lebensbedingungen aller Menschen, so

wäre doch die Bestimmung dieser Zahl aus der Beobachtung an einer

Gruppe Yon Personen kaum berechtigt zu nennen, durch welche Formeln

wir auch diese Bestimmung stützen würden, da ja individuelle Besonder-

heiten der Gruppen auftreten müssen. Der aufgewiesene Umstand wird

auch in dem Fall nicht beseitigt, daß wir nicht die Menge aller Menschen

überhaupt betrachten, sondern einen Teil von ihnen, wobei noch die

neue Schwierigkeit eintritt, daß man unbedingt den betrachteten Teil

genau definieren muß.

Erkennen wir daher auch den Nutzen der Sterblichkeitstafeln für

die praktischen Zwecke an, so halten wir es doch für unmöglich, die

Berechtigung ihrer Anwendung durch Verweis auf die oben für die Be-

rechnung der Wahrscheinlichkeit angeführten Formeln zu erbringen.

§ 36. Zeugenaussagen.

Zum Schluß des Kapitels verweilen wir bei der Frage nach der Wahr-

scheinlichkeit von Zeugenangaben, auf die man ebenfalls die BAYESsche

Formel anwenden kann. Vom praktischen Gesichtspunkte aus kann

diese Frage sehr wichtig werden, aber der Wert ihrer Entscheidung

wird stark beeinträchtigt durch die unumgängliche Voraussetzung vieler

willkürlicher Annahmen.

Wir wollen bei dieser Frage nicht lange verweilen, halten es aber

für unmöglich, von ihr gänzlich zu schweigen.

Um die Frage zu vereinfachen, wollen wir annehmen, daß alle

Zeugen vollständig orientiert sind über den Gegenstand ihrer Aussage,

aber fähig, wissentlich falsche Zeugnisse zu geben; ihre Aussagen aber

werden wir als unabhängig voneinander annehmen und als überein-

stimmend.

Allen Zeugen werden wir dieselbe Neigung zur Wahrheit zuschreiben

und werden ihr irgend einen Wert a zuschreiben, der zwischen Null und

Eins liegt; die Zahl a werden wir als die Wahrscheinlichkeit bezeichnen,

daß der Zeuge die Wahrheit redet, und dementsprechend wird die Diffe-

renz 1 — a die Wahrscheinlichkeit darstellen, daß der Zeuge die Un-

wahrheit redet.

Die Zahl der Zeugen bezeichnen wir mit dem Buchstaben n.

Wir nehmen an, daß ihre übereinstimmenden Angaben sich auf ein

ihnen allen bekanntes Ergebnis einer Probe beziehen; es mögen nämlich
13*
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alle n Zeugen bescheinigen, daß bei den Proben das Ereignis E erschien,

dessen Wahrscheinlichkeit vor den Zeugenaussagen gleich p war.

Endlich führen wir noch eine Größe ß ein, welche die Wahrschein-

lichheit für einen die Unwahrheit redenden Zeugen ausdrückt gerade

das Ereignis E zu bevorzugen, aber kein anderes mögliches Ergebnis

derselben Probe.

Bei diesen Bedingungen drücken wir durch das Produkt

pa''

die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von E und übereinstimmende

Aussagen der Zeugen über dieses Auftreten aus, solange die Zeugen

nichts ausgesagt haben; bei denselben Bedingungen wird die Wahr-
scheinlichkeit, des Nichteintretens YonE und übereinstimmender Zeuo-en-

aussagen über ihr Eintreten dargestellt durch das Produkt

(1 —p){l — aYß\

Demnach wird die Summe

_pa"4- (1 —p){l — aYß''

die Wahrscheinlichkeit übereinstimmen der Zeugenaussagen über das

Eintreten des Ereignisses E angeben, solange die Zeugen nichts aus-

gesagt haben.

Hieraus schließen wir auf Grund der BAYESschen Formel, daß bei

übereinstimmender Aussage der Zeugen die Wahrscheinlichkeit des Ein-

tretens von E gleich wird

(20)

Ö'

pa''-ir{l—p){l — a)''ß"

Den gefundenen einfachen Ausdruck wenden wir auf eine interessante

Aufgabe an, die Bunjakowski in seiner oben erwähnten Abhandlung

„Grundlagen der mathematischen Theorie der Wahrscheinlichkeit" be-

trachtete.

BuNJAKOWSKis Aufgabe. Aus dem ganzen russischen Alpha-

beth werden sechs Buchstaben nach Belieben genommen, die, wie sie

aufgedeckt sind, nebeneinander gelegt werden. Zwei Zeugen behaupten,

daß die Buchstaben das Wort Moskwa (Moskau) bilden. Es wird ge-

fragt, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, daß die Angabe der beiden

Zeugen wahrhaftig ist.

Dabei wird vorausgesetzt, daß das ganze russische Alphabeth
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36 Buclistaben enthält und daß die Neigung der Zeugen zur Wahrheit

durch den Bruch %o ausgedrückt wird.

Lösung. Wenden wir uns zum allgemeinen Ausdruck der Wahr-
scheinlichkeit in Gestalt des Bruches

so haben wir zu beachten^ daß in dem gegebenen Fall

und auf Grund des Multiplikationstheorems

— ii Jl ^ 1 1 1

-^ ~ 36 * 35 * 34 *

33
' 32 " 31 '

die Zahl ß aber bleibt unbestimmt.

Um die Unbestimmtheit der Zahl ß zu beseitigen, wenden wir uns

zu der Voraussetzung, welche Bünjakowski bei der Lösung der Auf-

gabe machte.

Er zog einen Schluß daraus, daß es in der russischen Sprache

50 000 Wörter gibt, die aus sechs verschiedenen Buchstaben bestehen

und daß bei falscher Angabe der Zeuge bei einem dieser Wörter stehen

bleiben muß. In dem wir alle diese falschen Angaben als gleichmöglich

annehmen und augesichts der Kleinheit der Differenz

50000 49999

die Verkleinerung ihrer Anzahl um eine Einheit nicht beachten, wenn
die herausgegriffenen Buchstaben eines dieser Worte bilden, setzen wir

ß- '

50000

Bei diesen Voraussetzungen wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit

durch den Bruch ausgedrückt

10/

(fo)+(Ä)
1X^36. 35. 34- 33.32.31 — 1'

(50000)

der durch einfache Kürzung zurückkommt auf

81><1626)»

81 X6',i6'+ 219126,5. •• -^"j"^)
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nach den Berechnungen Bunjakowskis aber ist die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit nahezAi
18

28129

Die Abweichung der beiden Ergebnisse, die aus denselben Voraus-

setzungen abgeleitet sind^ wird durch den Umstand aufgeklärt, daß

BüNJAKOWSKi übereinstimmende Angaben der Zeugen über Auftreten

des bestimmten Wortes Moskwa bei der einfachen Aussage jedes Zeugen

über das Auftreten eines Wortes der russischen Sprache annahm, und

dementsprechend die gesuchte Wahrscheinlichkeit durch den Bruch

ausdrückte

indem er setzte

9 j 50000
^ = 10 ^^^^' = 36.35.M.33.32TII-

Die von uns für ß angenommene Größe ist wahrscheinlich zu klein;

denn die Zahl der russischen Wörter, die aus sechs Buchstaben bestehen,

ist durchaus beträchtlich kleiner als 50000, und außerdem muß man

natürlich voraussetzen, daß das Wort Moskwa für eine falsche Aussage

vor andern bevorzugt werden wird.

Vergrößern wir daher angesichts dieses Umstands die Zahl ß und

setzen

^ ^ 20Ö '

so wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß die, Angabe der beiden

Zeuffen auf Wahrheit beruht, durch die schon beträchtlich kleine Zahl

ausgedrückt

Q
S)+(Ä)

+ j'-
«36 . 35 • 34 . 33 . 32 • 31 — 1 ^ 35141

(200)
=

Das angeführte Beispiel zeigt nach unserer Meinung deutlich die

Unvermeidlichkeit von vielen willkürlichen Voraussetzungen bei der

Lösung von Frageu, die der von uns aufgeworfenen ähnlich sind, welche

in ihrem Wesen einen sehr unbestimmten Charakter haben.

Die von uns betrachtete Frage bekommt einen noch unbestimm-

teren Charakter, wenn wir zulassen, daß die Zeugen sich irren können

und die Unabhängigkeit ihrer Aussagen aufgeben.



§ 36. Zeugenaussagen. 199

Ohne den Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit der Zeugenangaben

bei verschiedenen Vorraussetzungen aufzustellen, halten wir es doch für

nicht überflüssig, zu unseren Ausführungen eine Reihe einfacher Be-

merkungen zu verfügen.

Erstens, wenn das Ereignis unmöglich ist, so vermögen ihm keine

Zeugenaussagen eine noch so kleine Wahrscheinlichkeit zu verleihen.

Ein wenig wahrscheinliches Ereignis kann durch übereinstimmende '

Zeugenaussagen in ein sehr wahrscheinliches verwandelt werden, wenn

die Übereinstimmung falscher Aussagen sich als noch unwahrschein-

licher herausstellt. Aber ein wenig wahrscheinliches Ereignis wird nicht
/

sehr wahrscheinlich durch die übereinstimmende Aussagen von solchen

Zeugen, die miteinander gesprochen haben oder übereinstimmende nicht

völlig genaue Berichte über den Gegenstand ihrer Aussage haben. Wie

zuverlässig auch der Zeuge des Ereignisses sein mag, so kann doch

Zweifel daran, ob er fähig ist, das sich Abspielende richtig aufzufassen,

in bekannten Fällen seiner Aussage jeden Wert nehmen.

Endlich kann die Mitteilung über ein Ereignis zu uns auch nicht

durch Augenzeugen gelangen, sondern durch eine Reihe anderer Zeugen,
j

die das weiter geben, was sie von den anderen gehört haben. In diesem

Fall verdunkelt die Verlängerung der Kette der Zeugen den Tatbestand

beträchtlich.

Unabhängig von mathematischen Formeln, bei denen wir nicht

verweilen, da wir ihnen keinen großen Wert beimessen, ist klar, daß

man Erzählungen von unwahrscheinlichen Ereignissen, die etwa in

längstvergangenen Zeiten sich abgespielt haben sollen, mit äußerstem

Zweifel begegnen muß.

Wir können daher keineswegs mit dem Akademiker Bunjakowski

übereinstimmen („Grundlagen der mathematischen Theorie der Wahr-

scheinlichkeit", S. 326), daß man eine bekannte Klasse von Erzählungen

abtrennen muß, an denen zu zweifeln er für ungehörig hält.^)

1) Bunjakowski sagt: Einige Philosophen, die für anstößig gelten, versuch-

ten Formeln, die zur Abschwächung der Glaubwürdigkeit der Zeugen dienen auf

religiöse Glaubenssachen anzuwenden und sie dadurch zu erschüttern. Um ihre

Ausführungen zu widerlegen, braucht man sich nur vorzuhalten, daß nicht

jede aus analytischen Formeln abgeleitete Folgerung richtig zu sein braucht,

weil sie nur begründet ist auf einer Voraussetzung, auf welcher die Formel be-

ruht. Wenn die Voraussetzung falsch ist, dann muß die analytische Folgerung

daraus auch für fehlerhaft gelten. Man muß deshalb vor allem die Grundlage

der Voraussetzung prüfen, welche als Ausgangspunkt dient. Wenn diese Unter-

suchung uns zu dem Schluß führt, daß in der geistigen Welt Tatsachen existieren,
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Um nicht mit nocli strengeren Richtern zu tun zu haben und einer

Anklage wegen Erschütterung aller Grundlagen zu begegnen, verweilen

wir nicht bei diesem Gegenstand, der nicht unmittelbar mit der Mathe-
matik zu tun hat.
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die physikalischen Gesetzen nicht unterliegen, dann fallen die schlimmen Ge-
danken jener Philosophen in sich zusammen. In dem Aufsatz „Certitude'' (Ency-
clope'die ou Dictionaire raisonne des Sciences T. VI) finden die Leser einen be-
deutungsvollen Auszug aus einer Abhandlung des Abbe Prad: Sur la verite de
la religion. In diesem Aufsatz betrachtet er mit ungewöhnlicher Gedankenkrafi
und Beredsamkeit ausführlich die Frage, die wir hier nur gestreift haben.



Kapitel VIL

Methode der kleinsten Quadrate.

§ 37. Die verschiedenen Fehlerarten.

Methode der kleinsten Quadrate heißt ein allgemein angewendetes

Mittel, angenäherte Ergebnisse aus vielen Beobachtungen zu erhalten,

mit Schätzung der Zuverlässigkeit dieser Ergebnisse.^)

Um sie auf Erwägungen zu gründen, die sich auf die Wahrschein-

lichkeitsrechnung beziehen, müssen wir eine Reihe von Voraussetzungen

und Bedingungen aufstellen; und vor allem ist es unumgänglich, die

Existenz von Zahlen zuzugeben, deren angenäherte Werte durch Be-

obachtungen geliefert werden.

Wir werden jede Beobachtung, die diese oder jene Zahl gibt, als

einen Spezialfall vieler Beobachtungen betrachten; und dem entsprechend

werden wir neben den wirklichen Ergebnissen der Beobachtung das von

uns vorgestellte mögliche Ergebnis einer Beobachtung betrachten.

Indem wir eine gegebene Beobachtung als einen Spezialfall von

vielen Beobachtungen betrachten, werden wir voraussetzen, daß die Be-

dingungen der Beobachtung in zwei Kategorien zerfallen: unveränder-

liche Bedingungen, die ohne Wechsel erhalten bleiben bei allen oben

genannten Beobachtungen, von denen ein Spezialfall gegeben ist, und

veränderliche oder zufällige Bedingungen, die sich von einer Beobach-

tung zur andern ändern. Außerdem nehmen wir an, daß jeder bestimm-

ten Voraussetzung über die Größe eines möglichen Beobachtungsergeb-

nisses eine bestimmte Wahrscheinlichkeit in dem Falle entspricht, wenn

die uns unbekannten konstanten Bedingungen der Beobachtung bekannt

werden.

Es möge a eine unbekannte Zahl bedeuten, deren angenäherten

Wert x' Avir aus der Beobachtung erhalten ; ferner bedeutet x das mög-

1) Meine Ansiclit über die verschiedenen Versuche der theoretischen Be-

gründung der Methode der kleinsten Quadrate ist auseinander gesetzt in dem
Aufsatz „Das Gesetz der großen Zahlen und die Methode der kleinsten Quadrate."-
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liehe Ergebnis einer Beobachtung und die verschiedenen Werte von

X seien
r ff fff

endlich mögen entsprechend

^'; ^" ^% • •
•

die Wahrscheinlichkeiten dieser Werte von x bedeuten, wenn die kon-

stanten Bedingungen der Beobachtung bekannt sind.

Von allen hier erwähnten Zahlen ist uns nur die eine x' bekannt.

Die unbekannte Größe der Differenz

a — x'

stellt den wirklichen Fehler dar oder den Irrtum der Beobachtung; die

Differenz aber

a — X

werden wir den möglichen Beobachtungsfehler nennen, seine mathe-

matische Hoffnung

q\a - x') + (i'ia - x") + (i" {a - x'") + • •
•

aber, gleich

a — ^qx-^-qx+q x +•••)

nennen wir den konstanten Fehler.

Die Größe des konstanten Fehlers ist uns durchaus unbekannt; in

den weiteren Schlüssen aber werden wir ihn gleich Null annehmen.

Dem entsprechend werden wir sagen, daß in der angenäherten Gleichung

a ^ x'

kein konstanter Fehler ist. Der Schluß auf die Abwesenheit eines kon-

stanten Fehlers wird oft aus der Voraussetzung abgeleitet, daß je zwei

mögliche Fehlergrößen, die die Summe Null ergeben, gleichwahrschein-

lich sind; aber für die letztere Annahme liegt kein Bedürfnis vor bei

den weiteren Schlüssen.

Die Voraussetzung der Abwesenheit eines konstanten Fehlers, wie

auch die sogleich angegebene Voraussetzung, ist nicht nur willkürlich,

sondern sie befindet sich auch in einem gewissen Widerspruch mit der

Tatsache, daß verschiedene Ursachen von konstanten Fehlern stufen-

weise entdeckt werden. Doch in theoretischen Betrachtungen nehmen

wir diese Voraussetzung als unumgänglich an.
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Wenn mit der Zahl a nicht mehr oder weniger bestimmte Um-

stände verknüpft sind^ so können wir die Abwesenheit eines konstanten

Fehlers unzweifelhaft machen^ wenn wir die Zahl a durch die Gleichung

bestimmen

In den weiteren Untersuchungen bedürfen wir auch der mathe-

matischen Hoffnung des Quadrates des möglichen Fehlers, gleich der

Summe
q'{x' - af -f q'\x'' - af -f q'\x''' - a)^ + . . .,

eine Summe, deren uns unbekannte Quadratwurzel der mittlere Felder

der Beobachtung oder der angenäherten Gleichung

heißt.

Wenn wir die Ergebnisse der verschiedenen Beobachtungen ver-

gleichen, so werden die Verhältnisse der mathematischen Hoffnungen

der Quadrate ihrer Fehler zueinander als bekannt voraussetzen.

Führen wir dementsprechend für verschiedene Beobachtungen ein

und dieselbe unbekannte Zahl k ein, so werden wir die mathematische

Hoffnung des möglichen Fehlerquadrats der gegebenen Beobachtung in

Gestalt eines Bruches darstellen

k— •

P

mit einem bestimmten Nenner P, den wir bezeichnen werden als das

Getvicht der Beobachtung oder als das Gewicht der entsprechenden

Gleichung

a ^ x\

Das Gewicht einer Beobachtung wird nach verschiedenen Gesichts-

punkten festgestellt, mehr oder weniger willkürlich. In erster Linie

werden wir den einfachsten von ihnen anführen. Wenn nämlich alle

bekannten Bedingungen irgend welcher Beobachtungen, die den An-

näherungswert ein und derselben Zahl a ergeben, übereinstimmen, dann

setzt man gewöhnlich voraus, daß die Gewichte dieser Beobachtungen

dieselben sind.

Außer den Annäherungsgleichungen, die unmittelbar durch die Be-

obachtungen geliefert sind, werden wir auch andere angenäherte Gleich-

ungen betrachten, die wir aus einer Menge verschiedener Beobachtungen

ableiten. Es möge
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eine von diesen Gleichungen bedeuten. Der Ausdruck TJ' wird in be-

stimmter Weise aus den gesuchten Zahlen gebildet, ähnlich der Zahl a
und aus Zahlen, die durch die Beobachtung erhalten sind.

Vertauschen wir die durch die Beobachtung gewonnenen Zahlen
mit den vorgestellten möglichen Ergebnissen der Beobachtung, so er-

halten wir an Stelle von ü' einen neuen Ausdruck TJ, den wir den mög-
lichen Fehler der angenäherten Gleichung

nennen.

Mathematische Hoffnungen von ü aber nennen wir den konstanten

Fehler der angenäherten Gleichung

C/'+O.

Wir werden nur solche angenäherten Gleichungen der vorgeschrie-

benen Art benutzen, von denen man auf Grund unserer Annahmen und
Voraussetzungen annehmen darf, daß ihre konstanten Fehler Null sind.

Ferner werden wir, ebenso wie für die durch Beobachtung un-

mittelbar gewonnenen Gleichungen für die abgeleiteten Gleichungen, das

ihnen zukommende Gewicht abschätzen, welches die mathematische

Hoffnung des möglichen Fehlerquadrates darstellt in Gestalt eines Bruches

worin, wie früher Ti, eine unbekannte Zahl bedeutet, P aber das Gewicht

der entsprechenden angenäherten Gleichung. Wenn die Beobachtungen

die Möglichkeit ergeben, für irgendeine unbekannte Zahl a einige an-

genäherte Gleichungen der Form

a-Z'+O
aufzustellen, worin X' eine durch die Ergebnisse der Beobachtungen

vollständig bestimmte Zahl darstellt, so werden wir aus diesen Gleich-

ungen als beste zur Bestimmung der Zahl a diejenige herausnehmen^

deren Gewicht am größten ist.

§ 38. Der Fall einer Unbekannten.

Es seien zur Bestimmung der unbekannten Zahl a ausgeführt n Be-

obachtungen, welche für a die angenäherten Werte ergeben
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Nach den oben gegebenen Erklärungen werden wir neben den wirk-

lich erhaltenen Zahlen

die möglichen Ergebnisse der Beobachtungen betrachten, welche sein

mögen , „

so daß u' das mögliche Ergebnis der ersten Beobachtung ist, welche die

Zahl a ergeben hat, u" das mögliche Ergebnis der zweiten Beobach-

tung usw. Wir nehmen an, daß unsere Beobachtungen von einem kon-

stanten Fehler frei sind und voneinander unabhängig , indem wir dieser

letzteren Bedingung den Sinn verleihen, daß die Größen

u\ ii'\ • • •, w(")

nicht voneinander abhängen.

Die von uns gemachten Beobachtungen geben zur Bestimmung

von a eine Reihe von angenäherten Gleichungen

a ^ a', a ^ a", •••,«=!= a^''\

die gemäß unserer Annahme und Definition keinen konstanten Fehler

enthalten.

Diesen Gleichungen erteilen wir bestimmte Gewichte zu

indem wir setzen
PyP'r- •,P'''\

M.R.(a-u^y = ^.

Indem wir ferner die Ergebnisse aller Beobachtungen benützen,

stellen wir aus den obio^en n Annäherunojsgleichunojen die folojende zu-

sammen

wo die Wahl der Koeffizienten

;;,r, .-.,;>)

in unserem Belieben steht.

Erstens fordern wir, daß die angenäherte Gleichung

a=|= A'a'+ra"H -f- A^a^")

frei ist von einem konstanten Fehler.
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Diese Bedingung wird offenbar ausgedrückt durch die Gleichung

da ja die mathematische Hoffnung der Summe

bei einem beliebigen bestimmten System von Zahlen

gleich ist

Zweitens verlangen wir^ daß das Gewicht der angenäherten Gleichung

möglichst groß ist. Diese Forderung wird durch den Umstand hervor-

gerufen, daß wir den Wert jeder angenäherten Gleichung einschätzen

nach ihrem Gewicht, wie oben festgesetzt wurde.

Haben wir derart eine Reihe von Voraussetzungen und Bedingungen

festgesetzt, so haben wir die im Bereich der Praxis liegende unbestimmte

Frage, wie man nach Möglichkeit sich am besten der Ergebnisse vieler

Beobachtungen bedient, hierdurch in eine bestimmte mathematische Auf-

gabe übergeführt.

Bemerkung. Wir beschränken uns auf Gleichungen der Form

nicht nur wegen ihrer besonderen Einfachheit, sondern auch aus dem

Grund, daß es bei keiner anderen Gleichung auf Grund unserer Be-

dingungen möglich ist, zu behaupten, daß sie einen angenäherten Wert

für a ohne konstanten Fehler liefert.

Setzen wir z. B.

oder

a =f=
lA^«4- a" a" \- " a^""^ a^""^

^

' n

SO könnte die Möglichkeit eines konstanten Fehlers nicht beseitigt werden.

Zur Bestimmung des Gewichts der angenäherten Gleichung

a^Xa -\- X'a' \ •• • + A^a^")
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stellen wir die mathematische Hoffnung auf für das Quadrat der Differenz

a — {X'u + X"u' H h A^")^^'')).

Infolge der Bedingung

A' + A'' H- • • • + /l^") =1

ist dieses Quadrat gleich

-\-2X'X'\u-a)(u'-a)^

und seine mathematische Hoffnung reduziert sich auf

denn die mathematischen Hoffnungen der Quadrate

{u'-a)\ {u-af, ' •
•, (w(")- ay

sind nach Voraussetzung gleich

k k k

P p p^ '

und die mathematische Hoffnung der Produkte

{li — a) {u" — a), ' ' -, {li!'— a)(i*^"^ — <^0? " '
'

mit verschiedenen Faktoren werden zu Null, kraft der Unabhängigkeit

der Größen u\ ti\ - - -,
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Und folglich erreicht dieses Gewicht seinen größten Wert in dem Fall

wo die Summe

ihren kleinsten Wert erreicht^ natürlich unter Berücksichtigung der Be-

dingung
A'+ r4-—hA('^^= 1.

Auf der andern Seite kann man leicht die Identität feststellen:

(/ + /'+ ••• + P<">)|^ + -^'- H- • • •
+

'^(„V)-(^'+^" +
--- + ^<"'r

worin i jede der Zahlen 2, 3, • • •, » bedeutet, J aber jede der Zahlen

l,2,3,--.,»-l.

Die von uns angeführte Identität zeigt, daß die Summe

ihren kleinsten Wert in dem FaU erreicht, wenn alle Differenzen

zu Null werden. Setzen wir dementsprechend

^ ^ r; _ _ ;l(") ^ r-|-r+--.4-^^"^
p~p '/") " y -\-p"-\ hp^"^

'

so erhalten wir zur Bestimmung der Koeffizienten

die folgende allgemeine Formel

;iii) ^ P

Für die Größen X', l", • • •, A^, welche die von uns angegebene

Formel liefern, wird die Summe

x'x' i"):' t!^"^
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ihren kleinsten Wert erreichen

p a -Yp a i hF 'a' '

/.;>i \

/+ P" + ---W^'

das Gewicht aber der angenäherten Gleichung

erreicht seinen größten Wert

Angesichts der auseinandergesetzten Erwägungen leiten wir aus

den angenäherten Gleichungen, die man auf Grund der angeführten

Beobachtungsergebnisse ableiten kann, als besten Näherungswert zur

Bestimmung von a den folgenden ab

p' a'j^p"a"j^...j^p^^) .(")

und beachten, daß ihr Gewicht P gleich der Summe der Gewichte der

Ausgangsgleichungen ist

a^ a , a 4= a\ ••-,« + d''\

die unmittelbar aus den Beobachtungen gewonnen sind:

P =/ + /'+••• +P^"^. (22)

In dem einfachsten Fall, wenn wir nämlich allen Beobachtungen

ein und dasselbe Gewicht zuschreiben, wird die durch Formel (21)

bestimmte angenäherte Größe a durch das arithmetische Mittel aus den

Werten dargestellt, die unmittelbar durch die Beobachtungen gewonnen

sind; das Gewicht der angenäherten Gleichung aber

' n

wird gleich der Anzahl der Beobachtungen sein, wenn wir als Gewicht

jeder Beobachtung die Einheit nehmen.

Wir nehmen jetzt an, daß außer n Beobachtungen, welche die an-

genäherten Gleichungen

von gleicher Zuverlässigkeit liefern, noch m Beobachtungen ausgeführt

sind, die die angenäherten Gleichungen

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 14
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liefern, ebenfalls von gleicher Zuverlässigkeit, die aber möglicherweise

verschieden ist von der der ersten.

Indem wir den angenäherten Gleichungen

a =^ a, a =4= cc"-, - • -, a ^ d"^

dieselbe Zuverlässigkeit zuschreiben, setzen wir die mathematischen Hoff-

nungen ihrer Fehler ein und derselben unbekannten Zahl k^ gleich; die

mathematischen Hoffnungen aber der Quadrate der Fehler der Glei-

chungen
a =4= a(" + i), a =H d'' + ^\ •••;« + «(" + "')

setzen wir einer andern unbekannten Zahl k^ gleich.

Ferner können Avir aus der Verbindung der Gleichungen

a =^ d, a =^ a", • • •, a 4= d"^

die Gleichung ableiten

für Avelche die mathematische Hoffnung des Fehlerquadrates gleich ist

der Gleichungen

« 1

a H= a(" + ^), a 4= a(" + 2)^ • •
, a + d"^ m)

aber können wir uns bedienen zur Bildung einer zweiten angenäherten

Gleichung

a 4 ! ± x .L

bei der die mathematische Hoffnung des Fehlerquadrates gleich ist

Wenn wir uns aber in der Absicht der besten Bestimmung der

Zahl a aller n + 'tn Gleichungen zu bedienen wünschen:

a 4 d, a 4= d', • • •, a 4 a^''\ « + d'' + ^\ • • •, « 4 »('' + "');

dann müssen wir, so oder so, die Größe des Verhältnisses k-^ik^ aufstellen.

Wir beginnen mit der einfachsten Annahme und setzen
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Dann liefert uns die Gesamtheit aller n -\- m Gleichungen

die folgende Gleichung

a'-}-a"-\ [-«(" + "')

a4=
n -f wi

für welche die mathematische HoiFnung des Fehlerquadrates durch den
Bruch aussfedrückt wird

n-\- m n-\- m '

Wir bemerken, daß die Gleichung

a 4=—

!

-~~,—

!

n ^ m

erhalten werden kann als Folge der beiden Gleichungen

a 4= - —— und a =h '

,n ^ m ^

deren Gewichte den Zahlen n und m proportional sind, da ja

n-{-m n-{-m

Wenn wir in diesem Fall Grund haben, an der Richtigkeit der An-
nahme

k^ == K^

zu zweifeln, so entsteht die Frage nach der angenäherten Berechnung
der Zahlen \ und k^.

Wir stellen eine allgemeine Formel auf für die angenäherte Be-

rechnung von Zahlen der Art, wie \ und k^.

Bei der Anwendung dieser Formel auf den betrachteten FaU gibt

diese Formel zwei angenäherte Gleichungen

Ä:^ =j= ^/ und k^ =|= k^^

auf Grund deren wir das Verhältnis \ : k^ der unbekannten Zahlen \
und A-g dem Verhältnis h^ -.h^' von bekannten Zahlen A\' und k^' gleich

setzen. Schreiben wir dann dem Verhältnis k^ : k^ den bestimmten Wert
\'

: k^' zu, so können wir uns dann der Gesamtheit aller n + m Gleich-

ungen bedienen

a 4= a, « + a ',
. • .,. a =j= «('' + "'),

14*
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um einen neuen Näherungswert n abzuleiten. Wenn wir aber die mathe-

matischen Hoffnungen der Fehlerquadrate der verschiedenen angenäher-

ten Gleichungen durch Brüche mit ein und demselben Zähler l\ aus-

drücken werden, so können wir das Gewicht jeder der Gleichungen

a =\= a, «4= ci'^y • • •; ö^ + ct^"^

gleich Eins setzen, und das Gewicht jeder der Gleichungen

a + a('^ + i), a + a(« + 2)^ • • •; a 4= a^"+"'')

können wir dem Verhältnis k^' : h^ gleichsetzen, kraft der Identität

^"©-

Unter diesen Bedingungen können wir aus der Gesamtheit der

n -{- m Gleichungen

die neue Gleichung ableiten

a +
«' ^ a"+ . . . -1- aW + ^S («(« + !)+ . . . + a(« + "*))

deren Gewicht gleich ist

/t'2

Die letzte Gleichung kann auch aus den beiden Gleichungen:

a =u ^ ^ ! und a + '

abgeleitet werden, deren Gewichte proportional sind den Zahlen

n und m y-;

.

Beachten wir die Aufgabe der weiteren Berechnungen, wenden wir

uns also zu dem allgemeinen Fall und dementsprechend zu der ange-

näherten Gleichung

und setzen

_
/g-+/-„-+.. +pWaW

'~~
/+ /' + ••+i>("^

'
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und

Bemerkung. Betracliten wir die Summen

^p(0(^,W_ g)2=y(^j'_ |)2_p"(^r- ^)2+ . . . +^(«)(.it(«)- ^)2

und

als Funktionen der Veränderliclien | und üq, wobei wir alle übrigen

Größen^ die in diese Summen eingebeu, als gegebene Zahlen ansehen^ so

bestimmen die von uns aufgestellten Formeln Werte von | und üqj denen

die kleinsten Werte der betrachteten Summen entsprechen.

Folglich teilt uns die Größe a^, die wir als neuen Näherungswert

von a annehmen, den kleinsten Wert der Quadratsumme

^{)/ft(a«-«,)r

mit; und daher stammt die Benennung „Methode der kleinsten Quadrate''.

Wir werden zeigen, daß die mathematische Hoffnung der Summe

^pa)(uii)-
J)2 =y (^t' _ 1)2 ^ p-^^- _ 1)2 _^ . . . ^ ^(")(^tW - 1)2

gleich ist

{n - l)Jc.

Hierfür erhalten wir auf Grund der Gleichungen

^p(i)(ii(i) _ a) = (I
- a) ^pW

^#)(t*(^-)-|) =
und

der Reihe nach

= ^p^'^tti'^- J)(iiW _ a) - (I - a) ^p(^\u^^- I)

= ^X)^^ (u^^—a — l-{-d) {u^^— a)

und ferner leiten wir, wenn wir uns erinnern, daß die mathematischen

Hoffnungen der Produkte

p^\ii^)-af und (|-a)2^#-)
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gleich 'k sind, aus der Gleichung

ab:

M. H.^p(')(w(^-)- 1)2= M. H. ^#)(?^«- af-M. H. (^ - a)2^i)(^l

Daher ist

M. H. ^>« (w« - 1)2 = (»^ - 1 ) Ä:

.

(23)

Die Gleichung (23) wird benützt zur angenäherten Berechnung der

Zahl h, indem man auf ihrer linken Seite die mathematische Hoffnung

der Summe ,^

mit demjenigen ihrer speziellen Werte vertauscht, der den Beobachtungs-

ergebnissen entspricht. Auf diese Art wird die Gleichung gewonnen:

^4=
n — 1 '

die von einem konstanten Fehler frei ist. Dividieren wir die Zahl

n—1

durch das Gewicht der angenäherten Gleichungen, so erhalten wir Nähe-

rungswerte für die mathematischen Hoffnungen der Quadrate ihrer Fehler.

Zum Beispiel wird

der angenäherte Wert der mathematischen Hoffnung, des Fehlerquadrats

der Gleichung

p -i-p H \-P^

'

In dem speziellen Fall, wo wir allen Gleichungen

a 4= a , a =H ci", . . . , <^ + ö^(")

ein und dasselbe Gewicht zuerteilen, haben wir

a +
a'-\-a"-\ h«^"^

n

und für die mathematische Hoffnung des Fehlerquadrates jeder der ge-

gebenen Gleichungen

a4= a, a 4= «"; ...,« + «^''^
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erhalten wir den angenäherten Wert

JL /11 1

In ganz ähnlicher Weise erhalten wir, wenn wir die Reihe der

übrigen Gleichungen

betrachten^ denen wir ein und dasselbe Gewicht zuerteilen, für die mathe-

matische Hoffnung des Fehlerquadrates von jeder unter ihnen den

Näherungswert

j.(^-)-"

hierin ist . . ^^

^ = w -f- l, n -\- 2, • • , n -{- 7n.

Solcher Art haben wir die Grundlagen für die Methode der kleinsten

Quadrate im Fall einer einzigen Unbekannten aufgestellt.

Außerdem betrachtet man oft die Wahrscheinlichkeiten der ver-

schiedenen Annahmen für denWert des Fehlers der erhaltenen Näherungs-

gleichungen. Es sei z/ der uns unbekannte Fehler einer der Gleichungen

von der Art , .

a =^ a oder a 4= a^,

und es sei der angenäherte Wert der mathematischen Hoffnung des Qua-

drates von z/ auf dem oben angegebenen oder auf einem anderen Funda-

ment berechnet. Wir bezeichnen die von uns gefundene mathematische

Hoffnung von z/^ mit dem Buchstaben h und nehmen an, daß die Wahr-
scheinlichkeit der Ungleichheiten

c<zi <d

für beliebige Werte von c und d durch das Integral ausgedrückt wird

d

c

wobei Ä und ^a konstante Zahlen sind (s. § 28).

Dann werden die Konstanten Ä und ^ durch die beiden Gleichungen

bestimmt
+00 +00

fAe-^^'^'^dx = 1 und J^Ax^e-^^'^dx = h
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die zu den folgenden führen

—z=. = -~ und -1^- = —= .

Hieraus finden wir

ti = „ , und J. = -—— •

Dementsprecliend nimmt man für die Wahrscheinlichkeit der Un-

gleichheiten

das Integral
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I' als BeobachtungsfeUer an. Weiterhin setzt man

und bereclinet in doppelter Weise die Zahl der Fehler, welche innerhalb

gegebener Grenzen liegen.

Man berechnet nämlich auf der einen Seite die Anzahl der Differenzen

^m a+a"-\--- + a^'^

n

die innerhalb gegebener Grenzen liegen; und auf der andern Seite nimmt

man auf Grund des BERNOULLischen Theorems und des oben ange-

gebenen Ausdrucks für die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

c<zi <d

an, daß die Zahl der Fehler, welche zwischen c und d liegen, gleich ist

c:y2h

Es sind einige Fälle veröffentlicht, bei denen diese beiden Berech-

nungen übereinstimmende oder einander nahe kommende Werte ergeben.

Hier halte ich es nicht für überflüssig, eine kurze Stelle aus PoiNCAREs

Werk anzuführen: „La Science et l'Hypothese." „ün physicien eminent

me disait un jour ä propos de la loi des erreurs: Tout le monde y
croit fermement parce que les mathematiciens s'imaginent, que c'est

un fait d'observation, et les observateurs que c'est un theoreme de

mathematiques."

An Stelle der mathematischen Hoffnung des Fehlerquadrats betrach-

tet man oft den mittleren Felder und den ivahrscheinliclien Fehler. Der

mittlere quadratische Fehler, der gleich der Quadratwurzel aus der

mathematischen Hoffnung des Fehlerquadrates ist, wird bei der von uns

gemachten Voraussetzung auf ]//^ zurückgeführt.

Der wahrscheinliche Fehler aber wird durch die Bedingung be-

stimmt, daß zwei Voraussetzungen gleiche Wahrscheinlichkeit haben:

Die Voraussetzung, daß der Zahlenwert des Fehlers kleiner ist als der

wahrscheinliche Fehler, und die Voraussetzung, daß der Zahlenwert des

Fehlers größer ist als der wahrscheinliche Fehler.
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Nimmt man wie früher an, daß die Wahrscheinlichkeit der Un-

gleichheiten

für beliebige Werte c und d durch das oben angeführte Integral aus-

gedrückt wird, so wird der wahrscheinliche Fehler ausgedrückt durch

das Produkt

dabei bedeutet q die Lösung der Gleichung

Q

2

woraus wir finden

^^,. .. ,,

-^ = 0,47693 ... und q == 0,67448 ....

Ancresichts solcher bestimmten Zusammenhänore zwischen der ma-

thematischen Hoffnung des Fehlerquadrats, dem mittleren Fehler und

dem wahrscheinlichen Fehler genügt es in jedem FaU, eine dieser drei

Größen zu betrachten.

§ 39. Der Fall mehrerer Unbekannten.

Wir gehen zum FaU mehrerer Unbekannten über, und nehmen an,

daß verlangt wird, die m Zahlen zu finden

a^, a.2, . . . , a„^

und daß die Beobachtungen die Näherungswerte

ergeben für die Ausdrücke

A^'a^-^A^'a^-\ h ^>„.,

A,^-)a,^ A.}")a^^- '
-

' -^ A}^y^^,

die linear sind in bezug auf die gesuchten Zahlen. Die Koeffizienten A
dieser n Ausdrücke setzen wir als gegebene Zahlen voraus.
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Jede Beobachtung werden wir wie früher als einen besonderen Fall

vieler Beobachtungen betrachten. Dementsprechend müssen wir zugleich

mit jeder Zahl U^\ die durch Beobachtung gewonnen ist und den Nähe-

rungswert der Summe

^,Wn, + A'^, + • • • + Ä(Aa,„

bedeutet, das mögliche Ergebnis m^ derselben Beobachtungen betrachten.

Außerdem werden wir voraussetzen, daß die Gleichung

frei ist von einem konstanten Fehler; mit anderen Worten, wir werden

die mathematische Hoffnung der Zahl u^^^ der Summe gleichsetzen:

Den Grad der Zuverlässigkeit der Näherungsgleichungen

werden wir schätzen durch ihre Gewichte

indem wir setzen

M. H. [mW-cW]2 = 4a.

für

cU) = ^/i)a, + A^^^)a, + • • • + AJ-^)a^^^.

Wir werden von einander unabhängige Beobachtungen voraussetzen,

damit die mathematischen Hoffnungen der Produkte je zweier verschie-

dener Faktoren

u' — c, u" — c'\ . . ., ^i(") — c(«)

zu Null werden.

Ferner betrachten wir zwei Voraussetzungen.

Wir beginnen mit der Voraussetzung, daß uns keine Beziehung

bekannt ist zwischen den gesuchten Zahlen

Es niöofe a, eine der sjesuchten Zahlen bedeuten.
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Um aus den oben angeführten Gleicliungen einen angenäherte Wert
von «; abzuleiten, führen wir als Hilfsgroßen die Multiplikatoren ein

und wir nehmen an

a^=^VVJ^ 2"&" + • • • + A(^)&('0.

Die Koeffizienten

unterwerfen wir denselben beiden Bedingungen, wie auch im Fall einer

einzigen Unbekannten.

Die erste Bedingung besteht darin, daß aus den angenommenen
Grundlagen unzweifelhaft folfft, daß die Gleichung

von einem konstanten Fehler frei ist. Kraft dieser Bedingung betrachten

wir nur solche Zahlengruppen

r, 1", ...,n

für deren jede die Gleichung erfüllt ist

M. H. {Vii' + V'u' + • . • + A(«)it(«)) = a^

für willkürliche Werte

Es ist aber

M. H. {Vu' + V'u" + . •
. + yL(«)w("^) = X'c + X"c" + • • • + A(")c(">

und
d') = A<-''>a, + J,Wa, + .

. . + 4fi„„

und deshalb führt die Gleichung

M. H. {Vu + ru' 4- • • • + A(^)w('^^) = a^

auf die folgende

{a; X' + a;' !" + ... + ^,(«)2(-)) a^

{A^V-\-A^'r-^.--^A,^-)X^^))a,

die wegen der Unbestimmtheit der Zahlen
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in 7)1 Gleichungen zerfällt; es muß nämlich sein

und (*)

a;x' + ä;t + • •
. + ^,WA(«) = o)

wobei i eine beliebige der Zahlen

1,2, ...,m
bedeutet, ausgenommen l.

Die zweite Bedingung besteht darin, daß das Gewicht unserer Glei-

chung

möglichst groß sein soll. Wir finden dieses Gewicht, wenn wir die ma-

thematische Hoffnung des Quadrates der Differenz

betrachten; dabei ist

Was aber die Differenz betrifft

so ist sie gleich

X\u - c) + r {%C' - c") + • • • + Z(«) (t^(«) - c("))
;

denn es ist

Deshalb ist

(g, - a,)2 = l'l' in' - cj 4- X"l " iu" - cj + • • • + 2(«);i('*) (u^^^ - cW)^

+ 2A'A"(^'-c0(w"-O + -"

folglich wird das Gewicht der betrachteten Näherungsgleichung durch

den Bruch ausgedrückt
1

p' "^ p"' + *• + ^w

wie auch im Fall einer einzigen Unbekannten, und es erreicht seinen

größten Wert dann, wenn die Summe

ihren kleinsten Wert erreicht.
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Wir sind so zu der folgenden Aufgabe gelangt:

Aus den verschiedenen Koeffizientensystemen

welche der Bedingung (*) genügen, dasjeuigen zu finden, für welche die

Summe

2/ + p"
+'""^

"jp(")

ihren kleinsten Wert erreicht.

Um auf diese Aufgabe die bekannte Methode der Hilfsmultiplika-

toren anzuwenden, stellen wir den Ausdruck auf

darin ist

S='-T-^,T,-^,T, ^(i^I,,,

rr , x"r
, ,

x^^'h^"^T= ;- -f ',- + • •• +
in) '

die Koeffizienten aber

bedeuten unbekannte Hilfsgrößen. Betrachtet man die Zahlen

als Konstanten, -aber

l\ r, ..., l^'')

als Veränderliche, so hat man nach einer bekannten Regel die Ablei-

tungen von S nach jeder dieser Unbekannten gleich Null zu setzen.

Wir erhalten dann das System von n Gleichungen

^ = ^,^,(«)+/i,^2^^0+... + ^^^WJ

{^^\



§ 39. Der Fall mehrerer Unbekannten. 223

welches zusammen mit dem vorigen System von m Gleichungen (*) zur

Bestimmung dienen muß von den n -\- m Zahlen

Zur Lösung der von uns aufgestellten Gleichungen führen wir in

die Gleichungen (*) die Ausdrücke

ein, wie sie mit Hilfe der Gleichungen (**) erhalten werden aus den

Hilfsfaktoren

Diese Substitution führt zu dem System von m Gleichungen

^m.m^m =^

(* *)

deren Koeffizienten durch die Formeln bestimmt werden

Gi,j = G,,, = p'a;a; +p"a;'a;' + +i><»)^,«4/'->.

Wir bemerken, daß die Determinante

^1,17 ^1,27 • ' ' f ^1

die aus allen diesen Koeffizienten gebildet ist, auf Grund des Mul-

tiplikationssatzes der Determinanten gleich sein muß der Summe der

Quadrate der Determinanten aller Systeme von m^ Elementen, die aus

dem System

A'VF, A'yF, A"'VF", , ^i<"'>^")]

A'VF, A"VF, a;"Vp^', ..., A^-^Ypi^

alyp', äzvp", a::vp"', ..., ^w -j/^w.

(A)
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durch Streichungen von n — m Kolonnen sich bilden lassen, sobald nur

ist aber n < m, so ist die Determinante z/ gleich Null. Soll es also eine

und nur eine Auflösung der aufgestellten Gleichung geben, so ist es

nötig, von der Betrachtung sowohl die Fälle n < m auszuschließen, wie

auch die Fälle, wenn für n^m die Determinanten aller Systeme von

m^ Elementen zu Null werden, welche man aus (A) durch Streichung

von n — 7n Kolonnen erhält.

Die Notwendigkeit, diese Fälle auszuschließen, kann auch unab-

hängig von den angegebenen Methoden erwiesen werden.

Sie kommt her von dem Umstand, daß man in den von uns aus-

geschlossenen Fällen bei gegebenen Beträgen der Summen

die gesuchten Größen a^, a^, . . ., a„, nicht bestimmen kann.

Von den Hilfsmultiplikatoren

hat ^i eine besondere Bedeutung, da ja der Bruch

1

das Gewicht der Näherungsgleichung

ausdrückt, wenn die Koeffizienten

durch die oben aufgestellten Gleichungen bestimmt sind.

Für Werte aber von

2', 2", ..., /l(")

die nur den Gleichungen (*) genügen, wird das Gewicht der Gleichung

a,=^Vy i-W' + '-' + im^''^

kleiner als — sein, wie wir sogleich zeigen werden.
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In der Tat, es sei das Zahlensystem

eine Lösung des Gleichungssystems (^ *:{•).

Verstehen wir ferner unter

veränderliche Zahlen, und bezeichnen wir durch die Symbole

die durch die Gleichungen (**) bestimmten Werte dieser Veränderlichen;

anders gesagt, setzen wir

Pr
für

i = 1, 2, . . ., m.

Unter diesen Bedingungen kann der Ausdruck

dargestellt werden in Gestalt der algebraischen Summe

_ rl' _ l/'x" _ _ ;i("¥")

2p' 2p"~ 2p^'

Auf der anderen Seite haben wir

^= 2\p + p' +--- + -^j-^^

in allen den Fällen, wo die Zahlen

den oben aufgestellten Gleichungen (*) genügen.

Folglich muß für jedes Zahlensystem

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 15
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wobei wir setzen:

4,,=

G

Bei den weiteren Entwicklungen bedürfen wir auch andere Minoren

erster Ordnung der Determinante z/. Wir erinnern daran, daß die De-

terminante z/ mit Hilfe ihrer Minoren sich durch die Summen aus-

drücken läßt

-^1,1^1,1+ ^2,1^2,1 + ---+^.,1^.M
= ^2,1^8,1 + ^2,2^2,2 H f- ^2,m^2,m

+^1,2^,2 + ^2,2^2. • + ^.,2^.,:

worin allgemein z/^.
^ das Produkt von (— iy+' in die Determinante be-

deutet, die man aus z/ erhält durch des Ausstreichen der Kolonne

^2,1

G.
und der Zeile

^i,l} "^»,2; • • • J "^t,m-

Ferner erinnern wir daran, daß jede Summe:

worin i und j zwei verschiedene Zahlen aus der Reihe

1, 2, 3, . .., w

sind, zu Null wird, desgleichen auch die Summe

Endlich kann man leicht die Gleichung aufstellen

als Folgerung aus der Symmetrie der Determinante z/.

15
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Setzt man daher

und bestimmt die Koeffizienten

durch die Gleichungen (* *) und (^ *
^j.) für die verschiedenen Werte von

/, so kann man Näherungswerte

erhalten für alle gesuchten Zahlen

Dieselben Näherungswerte kann man durch ein recht einfaches

System von Gleichungen bestimmen.

§ 40. Fortsetzung der Untersuchuiigen.

Wir haben im Auge, zu diesem System zu gelangen und bilden die

Ausdrücke

w=2piAi, + ^,1, + • • + Ä„Xn-^r-\
und

deren erster die Summe bedeutet:

während der zweite aus dem ersten erhalten wird, wenn man die Zahlen

entsprechend ersetzt durch

Wir werden den Ausdruck W betrachten als Funktion der Ver-

änderlichen

fei 7 '52 ? • • • ? '//t '

den Ausdruck W^ aber als Funktion der Veränderlichen

^1 ? ^2 7 • • • ; //t>
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indem wir als konstant betrachten nicht nur die gegebenen Zahlen

sondern auch die unbestimmten Zahlen

Unter diesen Bedingungen kann man leicht feststellen^ daß TT seinen

kleinsten Wert erreicht für diejenigen Werte

die bestimmt werden durch die Formeln

und die Gleichungen (**) und (:j;*:i:) für l = 1 , 2 , . .
.

, m-., und deshalb

erreicht W^ seinen kleinsten Wert für solche Werte von

"i ; "2 7 • • • 7 %t

;

die durch die Gleichungen (* *
), (^ * ^) bestimmt werden und die Formeln

Zum Beweis setzen wir die Ableitungen des Ausdrucks W nach

gleich Null^ was uns das Gleichungssystem ergibt

Gl,,Jl + • • + Gr.,J,» = A>'«' + • • + ^<^) pW«"'>,

worin (r. ,. wie früher die Summe bedeutet

pa;a; 4-i/^A-'^/ + • • • +i)(")4(")^/«).

Durch dieses System werden diejenigen Werte

»1 7 »2 ? • • • ; 'm

bestimmt, für welchen W seinen kleinsten Wert erreicht.

Geben wir sodann dem Buchstaben l seine frühere Bedeutung, so

können wir aus dem System der Gleichungen (24) alle Unbekannten

, (24)
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mit Ausnahme von J^ eliminieren mit Hilfe derselben Multiplikatoren

deren -wir uns früher bedienten. In der Tat geht aus den Gleichungen

(24) leicht hervor die Gleichung:

^1 (^l,l^l+--- + (^m,Am)

die kraft der Gleichung (n:* ^) ergibt

(^1 A' + /^2 A' + \- l^mAn)P'^'
l^

Vergleicht man den letzteren Ausdruck |^ mit dem durch die Formeln

% = l'u + ru" + • • • + AW^<(«)

und durch die Gleichungen (**) bestimmten, so kann man sich sofort

von der Identität dieser beiden Ausdrücke |^ überzeugen. Daher be-

stimmen die oben aufgestellten Formeln und Gleichungen dieselben Werte

?17 fe2; • • • ; ?m

wie das System (24). Unsere Ausführung behält ihre Geltung, welches

auch die Zahlenwerte

sein mögen.

In dem besonderen FaU, wenn

folgt daraus, daß der?Ausdruck W^ in der Tat seinen kleinsten Wert

erhält für solche Größen

a^
, «2 ? • • •? ^mJ

mit deren Bestimmung^ wir uns im vorhergehenden Paragraphen be-

schäftigt haben. Durch diesen Umstand wird die Benennung „Methode

der kleinsten Quadrate" aufgeklärt; denn W^ stellt eine Summe von

Quadraten dar von Ausdrücken der Form
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Daher können alle gesuchten Zahlen

a^ , a2 , . . ., a^,^
,

die als Näherungswerte dienen für die Unbekannten

a^, a^y . . . , a^,

gefunden werden aus dem einen Gleichungssystem

(25)

Die Größen aber

die mit den Größen

zusammenhängen durch die Formeln

l,
= X'u + X"u" H h AWie(«)

und durch die Gleichungen (**) und {^-^^ ^ genügen dem Gleichungs-

system (24).

Betrachten wir endlich an Stelle von

die Differenzen

^t' -c' = v', li" - c" = v", . . . , d^^^ - d-^ = ^W,

?1 — «1 = %? I2 — ^2 = '^2? • • • ? 5u

so können wir die Gleichungen aufstellen

^l,l'^l + ^2,1^2 + ••• + (^m,l%n = ^iy

^1,2^1 + ^2,2% H 1- ^m,2^m = «2;

wobei allgemein

fo.^A^p'v' + A;'p"v" + • • • + ^/''y«)^K

Diese Gleichungen dienen zur abermaligen Bestimmung der Ge-

wichte der Näherungsgleichungen
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anders gesagt, zur Bestimmung des Verhältnisses der unbestimmten Zahl
Ic zu den mathematischen Hoffnungen der Größen:

Mit Hilfe derselben Gleichungen werden wir zeigen, daß die mathe-

matische Hoffnung des Ausdrucks W gleich ist

{n — m) li
,

wenn

^1? ^2 7 • • • ; fem

mit

u\ u"^ . . ., m('')

durch die Gleichungen (24) zusammenhängen, wie wir voraussetzen. Um
dies zu beweisen, leiten wir aus den aufgestellten Gleichungen ab

worin z/ und /j^^ die oben angegebenen Bedeutungen haben.

Multiplizieren wir sodann beide Seiten der Gleichung

mit coj und iq-y so erhalten wir die beiden Gleichungen

und

welche die Möglichkeit ergeben, die Bestimmung der mathematischen

Hoffnungen der Produkte

ojjr], und r].i]^

zurückzuführen auf die Aufsuchung der mathematischen Hoffnungen der

Produkte der Form

Das Produkt oj-Oj aber, gleich

(Ä.'p'v' + • • • + J.(«)_pWüW) (Ä/p'v' + • • • + ^^(«)^/«) ?;(«))

kommt hinaus auf die Summe
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und solcher Produkte^ deren jedes außer Konstanten noch enthält zwei

verschiedene Zahlen des Systems

v\ v", . . . , V^"'\

Daher ist die mathematische Hoffnung des Produktes co.co^. iden-

tisch mit der mathematischen Hoffnung der Summe

die letztere aber ist^ wie leicht einzusehen, gleich dem Produkt der Zahl

h in die Summe

i/^/^; + p'a;'a;' + • • • + li'^^ ai-) ai>^\

die wir bezeichnen mit dem Symbol

Folglich ist

m. H. o.co^ = ^^i,j
und aus der Gleichung

ergibt sich also

z/ (m. H. (ßß^) == 4^ 1
(m. H. g).(d,) + . . . -f z/^^

,^^
(m. H. w^.to

J

- M^,,i4,i + ^y,24,2 + • • • + ^i,.4,,J .

Hieraus schließen wir, daß die mathematischen Hoffnungen der

Produkte

gleich k sind, die mathematischen Hoffnungen der anderen Produkte aber

wo j von l verschieden ist, gleich Null; denn es ist

<?m4.i + G,,2A,2 + + G,,„4,„, = J
: und

wenn j nicht gleich l ist. Auf Grund hiervon leiten wir aus der Formel

die Formel ab

[ z/ (m. H. 7],r};) = 4^ 1
(m. H. G9,7y.) + • • • + 4, „,

(m. H. co,,7?,)
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und im besonderen

m. H. r,,^, = m. H. (|, - a^ = h ^'^ (26)

Daher wird die mathematische Hoffnung für das Fehlerquadrat der

Näherungsgleichung

ausocedrückt durch das Produkto

^1,1

anders gesagt^ das Gewicht der Gleichung

wird ausgedrückt durch den Bruch

wie auch auf anderem Wege gefunden wurde.

Wir wenden uns wieder zum Ausdruck

W =2p {A,l, + Ä,l, + • • • + 4„|„ - uf

und wollen ihn vor allem^ nachdem von uns eine Bezeichnung eingeführt

ist, in andere Summen entwickeln, die W analog sind; wir werden näm-

lich die Summe

f{p\ a;, ..., a:, u\ c') + f{p', a;\ . . ., a;:, u\ c") + • •
•

zur Abkürzung so darstellen

^/"(l^; Ay A; •••; A^; W, C)

für eine beliebige Funktion

der Veränderlichen

Ih A, Ai "-, A.y ^^ (^y

wobei

ii? ?27 • • •? fem? a^, a^y ' . ., cij„

die Rolle von Konstanten spielen mögen.

Wir beachten ferner, daß kraft der Gleichung
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sein muß

Ä,^\ + A^^'% + • • • + ^<;:>a,„- «' = ^/^'.J, + A,0)n,+ . .
. + ^w,„ - «w.

Daher fällt W zusammen mit der Summe

Auf der anderen Seite ergeben einfache Rechnungen:

= % 2p A^ {A,ri^ + ^2^2 + • • • + 4«^/,,, - i;) 4- . .
.

+ ^n, 2PA„^ {A,
7?i + ^7^2 + . . . + ^™^,, - V)

- 2pv (A^rj^ + A,rj, ^ • " + A^rj^^ - v)

= - 2p^ (4^1 + A,ri, + • • . + 4,i?„, - ?;)

=2pv'- — '»?l«l
- >?2«2 ^m«m;

denn jede der Summen

2pA, (A^Vi + 4% + • • • + 4n^m - ^)

;

-^i>4 (-^1^1 + A.,7], + • • • + ^^^« - v)

,

2pA,r,(A,^l + 4^/2 + • • • + ^»^,, - «^)

ist gleich Null. Folglich ist

W = 2pV^ - ^l«l - %G92 ^/mf^m

und

m. H. W=2m. H. pi;^ — m. H. t^jO^ — m.H. ^^2^2 ~ ' ' ' ~ ^•^•Vm^m
= (n — m) Ä-,

da die mathematische Hoffnung eines jeden der Produkte

der Zahl Je gleich ist. Die Formel

m. H. W={n-m)Jc (27)

dient als Grundlage für die angenäherte Gleichung

wo
' n — m
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sie zeigt, daß diese Gleichung frei ist von einem konstanten Fehler,

wobei W^ wie früher die Summe bezeichnet

Der Ausdruck W^ enthält außer gegebenen Elementen nur die

Zahlen

die aus den Gleichungen i25) gefunden werden können.

Folglich kann man die Größe W^ in jedem besonderen Fall be-

rechnen, und daher haben wir mit Benutzung der Gleichung

Je
n — m

die Möglichkeit einen Näherungswert für /,• zu finden; und ferner können

wir nach Formel {2Q) die angenäherten Werte der mathematischen Hoff-

nungen finden für die Quadrate der Fehler der Gleichungen

die mit der Methode der kleinsten Quadrate gefunden sind.

Endlich, wenn das für nötig befunden wird, können wir auch die

Wahrscheinlichkeit für die verschiedenen Annahmen der Größe der Fehler

einer beliebigen der Gleichungen

(h + ^1". ^'2 + «2'. • • •
; ^hn + <

betrachten, auf grund von Überlegungen, die wir oben anstellten, als die

Rede war von dem Fall einer einzigen Unbekannte];i.

§ 41. Ansatz für den Fall von abhängigen (jrößen.

Anwendung auf die Winkel im Dreieck.

Wir wollen jetzt annehmen, daß uns außer den Daten und Be-

dingungen des § 39 nach einige Beziehungen zwischen a^, a^, ..
.

, a^^ be-

kannt sind. Und genau so, wie wir früher die Ausdrücke, deren Näherungs-

werte durch Beobachtungen erhalten wurden, als linear in a^, «2, . .
.

, a^^

voraussetzten, so werden wir auch jetzt als linear in bezug auf «1,1:^2? •-y^m

die Ausdrücke voraussetzen, deren genaue Werte uns abgesehen von Be-

obachtungen bekannt sind.

Solche Annahmen sind gewöhnlich gerechtfertigt unter der Voraus-

setzung, daß die Methode der kleinsten Quadrate angewendet wird zur
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Bestimmung kleiner Verbesserungen an den so oder so gefundenen an-

genäherten Werten der unbekannten Größen. Angesichts der voraus-

gesetzten Kleinheit der Zahlen a^^ o^y . . ., a„^ vernachlässigt man ihre

höheren Potenzen^ und deshalb kommen alle Ausdrücke^ welche diese

Zahlen enthalten, auf lineare hinaus.

Ohne bei der Zuverlässigkeit der angegebenen Überlegungen zu ver-

weilen, bemerken wir, daß die Voraussetzung der linearen Form aller

Ausdrücke, deren Werte durch Beobachtungen gefunden werden, oder

abgesehen von Beobachtungen bekannt sind, zu den Grundlagen gehört,

und daß ihre Verletzung uns die Möglichkeit rauben würde, die Me-

thode der kleinsten Quadrate auf den oben angegebenen Grundlagen zu

erbauen.

Wir mögen also, außer den angenäherten Gleichungen

Ä,' a, +Ä,'a,+ + ^„; a,, + V,

noch V völlige genaue Gleichungen haben:

JD;'a, -f IK'a, -f • • . + i)>,, = er

worin die D und d, mit den verschiedenen Akzenten, gegebene Zahlen sind.

Außerdem nehmen wir an, daß man auf Grund der letzten Gleichungen

die Zahlen

ausdrücken kann durch

^v + 1 7 ^1 + 2 ? '
'
; ^'^m

•

Wenn man sich dann der Ausdrücke der einen Zahlen in den ande-

ren bedient und auf Grund hiervon

eliminiert, so kann man die Zahl der Unbekannten verkleinern.

' Auf solche Weise wird jede der Summen
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umgeformt in eine ihr gleiche Summe der Gestalt

-B«!«,,. + Bj%a,.,, + + £i^a„+B('\

worin die Koeffizienten

durch unsere Angaben völlig bestimmt sind. Zugleich wird die Bestim-

mung der Näherungswerte der m Unbekannten

zurückgeführt auf die Bestimmung der Näherungswerte der m — v Zahlen

^r + 17 ^v + 2^

aus den n angenäherten Gleichungen

Wir können dann zurückkehren zu den Überlegungen der vorher-

gehenden Paragraphen, sobald durch die angegebenen Gleichungen alle

uns bekannten gegenseitigen Beziehungen zwischen den Unbekannten

erschöpft sind, da es in diesem Fall zwischen den Zahlen

y ««»

keine uns bekannten Beziehungen mehr gibt.

Nachdem so die Zahl der Unbekannten verkleinert ist, finden wir

in der eben auseinander gesetzten Art für die Unbekannten

angenäherte Werte

denen die kleinsten Werte der Quadratsumme entspricht

^i'Ä+i«^, + ^.+2«;+2+ • • • + B^ai+B-by
gleich

/(-B:+i«S+. + B:^,a%,+ - + B-^al+ B'-hy+-
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Für die übrigen Unbekannten aber

finden wir ihre Näherungswerte

indem wir in den Ausdrücken dieser Unbekannten durch

Cf'v + l) ^v + 2 7 ' ' '} ^m

an Stelle der letzteren Zahlen einsetzen ihre Näherungswerte

Das auf solche Weise gefundene System von Näherungswerten der

Unbekannten

genügt allen Gleichungen

Es muß aber für jedes System der Zahlen

welches diesen Gleichungen genügt, sein

^.(•) «,« + ^,(0 a/+ • • + ^<j) «^ = B^<i\aX, + JB^2K + J^%

und daher die Summe

2p{B^.,a,\,+ • • • + B,X. + B-by
einerlei mit der Summe

:Sp{A,a,o+A,a,n + A^a^ - Vf.

Hieraus kann man leicht erschließen, daß das von uns gefundene

Zahlensystem 00
^1 7 ^^2 7 * * '7 ^m

welche die Näherungswerte von «1, 0^27 ' ' *? ^m darstellt, sich von jedem

andern Zahlensystem

unterscheidet, das den uns bekannten Gleichungen genügt, dadurch, daß

die Summe

:Zv{A, a,o +A,a,->+--- + A^a^ - Vf

am kleinsten ist.
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Beispiel: Um die von uns auseinandergesetzten Regeln besser zu
erläutern, betrachten wir die folgende Frage der praktischen Geometrie.

In einem geradlinigen Dreieck EFG seien alle seine Winkel mehr-
fach gemessen, und für den Winkel E seien in Graden die r Näherungs-
werte gefunden

E\ E", . .

., Ei'\

für den Winkel F, in Graden, die s Näherungswerte

und für den Winkel G, in Graden, die t Näherungswerte

G', G", ..., G(^\

Wir setzen voraus, daß alle Messungen von einander unabhäno-io-

sind und frei von konstanten Fehlern. Geben wir außerdem allen Mes-
sungen eines und desselben Winkels dasselbe Gewicht, so erhalten wir

nach der auseinandergesetzten Methode für die Winkel E, F, G die

folgenden Näherungswerte

r ' " s
"

?
t

;

sobald wir die Beziehung beiseite lassen

E+Fi- G=1S0'.

Wünschen wir aber diese Beziehung zu beachten, so müssen wir

die von uns gefundenen Zahlen

J5;'+ 7^;"+ . .
. + ^^ F'-f F"-f • .

. -f i^(*) ^'+ G" + .

._^-f G^'^

r ' ^ 's

'"

^ """^"
"

t
'

die wir der Kürze halber bezeichnen wollen mit den Symbolen

11, F, G,

kraft der auseinandergesetzten Regeln durch andere ersetzen.

Diese anderen Annäherungswerte der Zahlen E, F^ G bezeichnen

wir mit den Symbolen
E^, F\ G'-,

die Differenzen der

E^-E, F''-F, G'^-G

nennen wir die Korrekturen der ersten Annäherungswerte und bezeich-

nen sie mit den Symbolen

ä{E), diF), d(ö).
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Die Zahlen ^^ ^,^ ^^

zusammen mit den Korrekturen

S{E), S{F), S{G)

erhalten einen bestimmten Sinn nur dadurch, daß wir bestimmte Be-

ziehungen zwischen den Gewichten der Messungen feststellen, die sich

auf die verschiedenen Winkel E, F, G beziehen.

Wenn wir diese Beziehungen in verschiedener Weise aufstellen,

können wir natürlich ganz verschiedene Ergebnisse erhalten.

Hier wollen wir zwei Systeme anführen für die Korrekturen

Ö(E), SiF), 0(6).

Um das erste System zu erhalten, erteilen wir allen Messungen dasselbe

Gewicht zu. Bei dieser Bedingung muß das von uns gesuchte Zahlen-

sich von allen anderen Zahlensystemen

£'«, F', G\
welche der Bedingung

E^-\-F^^ (7^=180

genügen, sich unterscheiden durch den kleinsten Betrag der Summe

(E^-EJ + (^^- Ey -[-••• + (E'^-E^y

+ (F'- F'f + (i^' - F'J + . . . -f (i^o_ ^(.))2

+ {G^- Gy-\- {G^- G'y-\-- .
. + (Go- ^(0)2.

Diese Forderung wird ausgedrückt durch das Gleichungssystem

rE'^-E'-E" E^"-) = sF^— F' - F" i^W

^tG'^-G'-G" G(%

woraus wir ohne große Mühe ableiten

E'^— E ^ F'^—F _ G'—G _ 180 — {E+ F-\- G)

r s t r ' 5 ' ^

oder, was ganz dasselbe ist

^E) ^ öiFl ^ d{G) ^ ISO— {E-{-F-\-G)
~^'

' 1 " i + i + - *

r s t r ' s ^ t

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 16
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Schreiben wir also allen Messungen der Winkel

E,F,G

ein und dasselbe Gewicht zu, so stellen die Korrekturen

d{E), d{F), d(G)

der ersten Näherungswerte

^ =
r ' ^ ""

s "

G =
^

dieser Winkel drei Teile der Differenz

180 -{E -\-F -^G)

dar, umgekehrt proportional den Zahlen

Im besonderen haben wir für

r = s = t,

öiE) = dCJ-) = öiG) = m-(^JrÄ+3.

Bevor wir uns mit dem andern Korrekturensystem beschäftigen,

wollen wir die Formeln des vorhergehenden Paragraphen anwenden zur

Abschätzung der Glaubwürdigkeit der angenäherten Gleichungen

E=^E',F^F',G + G'.

Zu diesem Zweck eliminieren wir die Zahl G, indem wir sie er-

setzen durch die Differenz

180 -(^+i^);

da ja die Messungen des Winkels G uns genäherte Werte an die Hand

geben für die Differenz

180 - {E + F).

Im gegebenen Fall kommt der Ausdruck W^ des vorhergehenden

Paragraphen hinaus auf die Summe

(E^ - Ey + (E^- E'J 4- . .
. + (J5;o - E^'-y

+ (^« + i^«- 180 -f G'f + . .
. + (J5;« + F«- 180 + (^W)^
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z/ =

wenn wir das nach Voraussetzung gleiche Gewicht der Messungen der

Einheit gleich setzen. Demgemäß führt das System (25) auf die beiden

Gleichungen

(r + ^)^o_j_ tF'^rE + ^(180 - G) '

tE^ _|_ (5 _|_ t)F^ = sF + t{lSO - ä)
und die Zahlen

z/, z/i^i und z/2^2

werden bestimmt durch die Gleichungen

= rs + rt + st, z/j^i = s -\-t, z/2^2 = r + t.

Hieraus folgt, daß das Gewicht der Gleichung

ausgedrückt wird durch den Bruch

rs -\-rt-\- st

und das Gewicht der Gleichung

durch den Bruch
, . , .TS -j- rt + st

und nach Analogie kann man schließen, daß das Gewicht der Gleichung

G=^G'

ausgedrückt wird durch den Bruch

rs-{- rt-\- st

In dem besonderen Fall, daß

r = s = t

ergeben sich die Gewichte aller Gleichungen

E^E%F=^F', G=^G^
gleich

^^

d. h. gleich der Hälfte der Zahl aller Messungen.

Endlich wird die Zahl h^ welche die mathematische Hoffnung des

Fehlerquadrates ausdrückt, für jede der anfänglichen Gleichungen

£'+ EV • ,E=^E('^\ i^+ F', .
. .,F^F^% G=^G'r'-,G^ G^%

16*
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bei unbekanntem Fehler aus der Gleichung berechnet

(
(^«- E'f + (^0 _ ;^'y j^ + (^0_ ^(,-))2

(r + 5 + ^ - 2)^' 4= + (F'-Fy 4- {F'-Fy + • • • + {F' - F^y
1+ (6^0- Gy+ (G'- G'Ji-- . . + ((^o_ Qit)y^

Das andere System von Korrekturen

äiE), Ö(F), d{G),

das wir sogleich angeben werden^ bezieht sich auf den Fall, daß ein

Zweifel besteht, ob es nicht angemessen ist^ den Messungen der ver-

schiedenen Winkel verschiedene Gewichte zuzuerkennen.

Dann müssen wir zur gerechten Abschätzung der Glaubwürdigkeit

der verschiedenen Winkelmessungen versuchen, für jeden Winkel für

sich eine angenäherte Größe für die mathematische Hoffnung des Fehler-

quadrates ihrer Messungen zu finden. Wir werden nämlich, gemäß den

oben angeführten Erläuterungen eine Zahl annehmen

(^— Ey i- {E— E"Y-\ [- {E— E^'y
f^ = —
1 r — 1

für den Näherungswert der mathematischen Hoffnung des Fehlerquadrats

von jeder Messung des Winkels E, eine Zahl

(F

—

Fy + {F- F'y -\ \-{F— F^-y
k,

-J--^

für den Näherungswert der mathematischen Hoffnung des Fehlerquadrats

von jeder Messung des Winkels F, und endlich eine Zahl

7 _ {G — ay + {ä— G'y h \-{g — ö^^^V

für den Näherungswert der mathematischen Hoffnung des Fehlerquadrats

jeder Messung des Winkels G.

Wenn die Zahlen , ,

k^j k^j /lg

sich wenig von einander unterscheiden, so kann ihr Anblick als eine ge-

wisse Stütze der früheren Voraussetzung dienen, dergemäß wir allen

Messungen dasselbe Gewicht zuschreiben. Wenn sich aber die Zahlen

von einander beträchtlich unterscheiden, so kann man an Stelle der Vor-

aussetzung gleicher Gewichte aller Messungen die gerechtere Voraus-
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Setzungen annehmen^ daß die Zahlen \^ \^ \ das wirkliclie Gewicht der

oben erwähnten mathematischen Hoffnungen bilden.

Bei dieser Voraussetzung muß man die Gewichte der Winkelmes-

sungen E, F, G entsprechend gleich setzen den Brüchen

''1 ''1 /";

Es wird sich dann das gesuchte Zahlensystem E^^ F^, G^ von jedem

\. andern Zahlensystem E^^ F^, G^, das der Gleichung

^o_|_ jro_^ Q.0^ 130

genügt, durch den kleinsten Betrag der Summe unterscheiden

Ue'- Ey-{-- . . + Ue'-E^'')^

+ y(^'- G'y + • • • + y{G' - G('y.

Diese Forderung wird ausgedrückt durch die Gleichungen

r jE;»— E'— E" E'^''"' sF'^— F'— F" fW

iQ^— G' —G" G(')
'

k,

aus denen wir in Verbindung mit der Gleichung

ohne Mühe ableiten

d{E) ^ 8{F) _ 8{G)_ _ 180 — (£^4- F -\- G)

fh ^ jh 1
I

2
I

"^3

r s t r s t

Bedienen wir uns ferner zur Berechnung der Gewichte der Gleichungen

E=^E', F^F', G^G,

derselben Regeln, die wir früher anwendeten, so finden wir, das jetzt die

Gewichte entsprechend gleich sind

rsk^-]- rtk^-\- stk^ rsk^ -\- rtk^ ^ stk^ rsk^ -\-rtk^ -\- stk^

k^{sk +lk^) ' k^{rk^ + tk^) > "\{rk^ -\^k~)
'
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Kapitel YIII.

Von der Lebensversicherung.

§ 42. Verschiedene Versicherungsarten.

Die Berechnungen des Wertes der verschiedenen Formen der Lebens-

versicherung sind auf die Norm des Kapitalzuwachses und auf Sterb-

iichkeitstabellen begründet, welche zur Berechnung der verschiedenen

Wahrscheinlichkeiten für Leben und Tod der Menschen dienen; denn

diese Berechnungen hängen zusammen mit der Bestimmung von Sum-

men, welche ausgegeben oder eingenommen werden müssen für verschie-

dene Zeitepochen, in Abhängigkeit von Tod oder Leben bestimmter

Menschen.

Mit Hilfe eines bekannten Faktors, welcher den Kapitalsanwuchs

für die Zeit ausdrückt, werden solche Summen auf eine Epoche redu-

ziert, die wir den zugrunde gelegten Zeitmoment nennen.

Man bezieht alle Kapitale auf den zugrunde gelegten Moment und

reduziert das Kapital Ä auf

(1 + tr

wenn die Einzahlung oder Auszahlung des Kapitals nach Verlauf von

n Jahren nach dem zugrunde gelegten Anfangsmoment erfolgt, wobei t

«ine konstante Zahl bezeichnet und den jährlichen Kapitalsanwuchs mißt.

Wenn aber das Kapital Ä ausbezahlt oder einbezahlt werden soll

n Jahre vor dem zugrunde gelegten Zeitmoment, so verwandelt man es in

Diese Reduktion der Kapitale fließt aus einem Hinweis der Praxis;

wir werden sie beibehalten auch bei der Betrachtung der mathematischen

Hoffnung des Gewinns oder Verlusts von Untersuchungen in den Fällen,

wenn die Gewinne oder Verluste der Untersuchungen zu verschiedenen

Zeiten stattfinden können.

Auf Grund hiervon kann man leicht den Begriff der mathematischen

Hoffnung für den Gewinn eines Unternehmens, bezogen auf einen be-
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stimmten Zeitmoment, aufstellen. Die letztere mathematische Hoffnung^

die man den Wert eines Unternehmens nennen kann, dient zur Ent-

scheidung der Frage nach dem Vorteil oder Nachteil bei einem Unter-

nehmen je nach der Verschiedenartigkeit der Momente des Gewinnes
oder Verlustes.

Zugleich hiermit verwandelt sich die früher aufgestellte Bedingung
ehrlichen Spiels in die Forderung, daß für jeden Spieler die mathe-

matische Hoffnung des auf einen bestimmten Zeitpunkt reduzierten Ge-

winns Null ist.

Die Wahrscheinlichkeiten, welche wir zu betrachten haben, werden
durch die Sterblichkeitstafeln bestimmt.

Aus den Sterblichkeitstafeln erhält man eine Reihe von Zahlen

NN N

wobei ^„ + , + 1 die Anzahl der Personen angibt, die unter iV^^. Personen

des Alters von a-\-i Jahren bis zum Alter von a -^ i -{- 1 Jahren weiter-

leben. Dementsprechend ist der Bruch

^a + i + l

N

die Wahrscheinlichkeit für eine Person von a -^ i Jahren, das a-\-i + 1**

Jahr zu erreichen, und der Bruch

N N

drückt die Wahrscheinlichkeit für dieselbe a -{- i Jahre alte Person aus,,

im Verlauf eines Jahres zu sterben.

Weiter kann man leicht den Schluß ziehen, daß der Bruch

K^i

die Wahrscheinlichkeit für eine Person von a -\- i Jahren darstellt^

a -{- i -\- n Jahre alt zu werden, die Brüche aber

a + i — "^a + i + 1 ^a + i + 1 — -^a + i + 2 -^0 + 1 + 2 — -^a + i + S

a + i ^^a + i -^^a + i

entsprechen der Wahrscheinlichkeit darstellen, daß die a + i Jahre alte

Person stirbt im Alter

von a-\-i bis a-\-i-\-l Jahren, von a + 1 + 1 bis a + « + 2 Jahren usw.
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Aus den Zahlen NN N

wird eine andere wichtige Zahlenreihe gebildet

N N N
Va

^^ _^
^^a, y Va + 1 -

^^ 4-7)^ + ^ ' " '' ^^ + *' ~
(1 + ^y" + ^

'

'"'

worin cd irgend eine Konstante bedeutet^ z. B. a. Die Reihe

besteht aus einer endlichen Anzahl von Gliedern; indem man sie addiert

von irgend einem Glied an bis zum letzten^ bildet man eine dritte

Zahlenreihe

'^a +l^ öa +2+ öa + sH

^a + 2
= öa + 3 + ' '

'

Der angegebenen Zahlen kann man sich zur Lösung der folgenden

Aufgabe bedienen^ die sich auf die Lebensversicherung beziehen.

Erste Aufgabe. Ben Wert der Einheit des Kapitals zu hestim-

men, die an eine Person im Älter von c Jahren ausbezahlt wird, wenn

sie d Jahre erreicht hat, wohei dieser Wert auf den Zeitpunkt bezogen

werden soll, tvo die obenerwähnte Person ein Älter von c Jahren hat.

Man kann leicht erraten, daß dieser Wert ausgedrückt wird durch

das Produkt
^ä 1

welcher gleich ist dem Verhältnis

Wenn es N^ Personen im Alter von c Jahren gibt und jeder von

ihnen in die gemeinsame Kasse das Kapital

^ä 1

{1+ty

einzahlt, so entsteht die Summe
^ä

{i+tf-"'
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welche nach d — c Jahren sich verwandelt in

wenn das von uns angenommeneMaß des Kapitalzuwachses erhalten bleibt.

Wenn auf der andern Seite diese JV^ Personen aussterben gemäß

der von uns angenommenen Sterblichkeitstafel, so sind im Moment der

Auszahlung noch iV^ Personen am Leben, die auch je eine Einheit des

Kapitals aus der gemeinsamen Kasse erhalten können, welche N-^ Kapital-

einheiten enthält. Dieser Schluß bestätigt die Richtigkeit der von uns

gefundenen Zahl

Zw e i t e A u fg a b e. Eine Person von c Jahren tuanseht eine festejähr-

liche Rente Ä bis zum Tod, und beginnend mit dem Moment, tvo sie

c -\- i Jahre erreicht.

Man soll bestimmen, durch ivelche Summe X diese Rente sichergestellt

ivird in dem Moment, wenn die erwähnte Person c Jahre alt ist.

Wir wollen annehmen, daß diese jährliche Rente Ä nicht über das

Jahr verteilt wird, sondern ganz auf einmal bezahlt wird, und deshalb

beziehen wir die jährliche Rente Ä auf die Zeitpunkte, wo die betrach-

tete Person der Reihe nach erreicht ein Alter von

c + i Jahren, c -\- i -{- 1 Jahren, c -\- i -\- 2 Jahren, • •
•

Bei dieser Voraussetzung erhalten wir auf Grund der vorhergehen-

den Aufgabe die Reihe aufeinanderfolgender Werte

deren Summe

die gesuchte Größe X ausdrückt; folglich ist

X ^ ^c + i-l

A Q, '

Die von uns gefundene Größe X kann als die normale Summe be

trachtet werden, welche die Versicherungsanstalt von einer c Jahre alten

Person verlangen muß, um ihr das Recht einer jährlichen Rente Ä zu

verleihen, wenn die Auszahlung der Rente im Moment beginnt, wo die
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erwähnte Person c + ^ Jahre alt ist und fortdauert bis zum Tod dieser

Person.

Dritte Aufgabe. Zu finden, welche Summe Y die Versicherungs-

gesellschaft fordern muß für die Verfügung, den Erhen einer c-jährigen

Person das Recht auf eine Summe A im Moment des Todes dieser Person

zu gewähren. Mit andern Worten, es wird gefordert, den Wert dieses

Rechtes zu bestimmen, wenn die versicherte Person sich unter den Lebenden

befindet und ein Alter von c Jahren hat.

Zur Vereinfachung der Frage datieren wir den bevorstehenden Tod
der versicherten Person auf die Zeitpunkte, wo sie ein Alter erreicht von

c Jahren^ c -f 1 Jahren, c + 2 Jahren, usw.

indem wir annehmen, daß in dem Fall, weun der Tod der Person zwischen

dem Alter von c -\- i und c -^ i -\- 1 Jahren erfolgt, seine Erben die

Summe A schon in dem Moment erhalten, wo das Alter dieser Person

gleich c -|- ^ Jahre war.

Diese Voraussetzung, welche die Berechnung beträchtlich verein-

facht, vergrößert in einem gewissen Grad den gesuchten Wert.

Um ferner eine Größe zu erhalten, die kleiner ist, als der gesuchte

Wert, muß man alle Zeitpunkte der aufeinanderfolgenden Auszahlungen

um ein Jahr hinausschieben, wodurch einfach der Teiler 1 + ^ ein-

geführt wird.

Indem wir an den obenangegebenen Voraussetzungen festhalten,

werden wir die Lebensversicherung der Person betrachten als Ver-

knüpfung jährlicher Versicherungen

im Fall des Todes zwischen c und c + 1 Jahren.

„ „ „ „ „ c -\- 1 und c -f- 2 Jahren usw.

Die Werte dieser jährlichen Versicherungen, bezogen auf den Zeit-

punkt, wo die versicherte Person ein Alter von c Jahren hat, werden

ausgedrückt durch die Produkte

^c- ĉ + l . ^c + l -^c + 2 _^_ ^0 +2-3 + 3 _A

Hieraus schließen wir, daß die gesuchte Größe Y, ein wenig vergrößert,

dargestellt werden kann in Gestalt der Summe

^c-^c+l ^c + l-^c + 2 A
, ^c +2- -^c + 3 A ^
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die leicht zurückgeführt werden kann auf

Dies Ergebnis kann auf Grund der vorhergehenden Aufgabe in dem
Sinne gedeutet werden, daß die Erben, die das Kapital Ä erst nach dem
Tode der erwähnten Person erhalten, für ihre ganze Lebenszeit auf die

Prozente dieses Kapitals verzichten. Dividieren wir die gefundene Größe

durch 1 + ^, so erhalten wir die Größe

rf.('-'l)

die in Übereinstimmung mit dem oben Gesagten, kleiner als der ge-

suchte Wert Y sein wird. Um endlich größere Genauigkeit zu erlangen,

kann man den Tod der versicherten Person auf die Momente datieren,

wo sie das Alter von13 5
c 4- - Jahren, c + - Jahren, c + - Jahren usw. erreicht;

dann wird für den gesuchten Wert Y eine dritte Größe erhalten

yrqnC~^^0

von der man bereits nicht mehr sagen kann, ob sie Y übertrifft oder nicht.

Wir bemerken, daß wir hier einen der für die Praxis wichtigen

Fälle haben, wo die Existenz der gesuchten Größe in streng mathe-

matischem Sinn nicht festgestellt werden kann; es kann deshalb im ge-

gebenen Fall auch nicht von einer genauen Formel die Rede sein. Setzt

man die Gedankengänge auseinander, so kann man sich der Illusion der

Richtigkeit hingeben; um aber diese Illusion im vorliegenden Falle zu

zerstören, genügt die Bemerkung, daß Sterblichkeitstafeln nicht in die

Reihe mathematischer Tabellen gehören.

VierteAufgabe. Eine Person vom Älter c hemhlt der Versicherungs-

gesellschaft eine jährliche Summe x vom Zeitpunld an, wo sie das Alter c

erreicht bis zu ihrem Tod, mit der Bedingung^ daß den Erben dieser Person
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die Summe A sogleich nach ihrem Tode ausbezahlt wird. Man soll die

gerechte Größe des Verhältnisses . bezahlen.

Nach dem Resultat der zweiten Aufgabe reduziert sich der Wert

aller Surumen, welche die versicherte Person der Versicherungsanstalt

bezahlt für den Beginn der Versicherung auf

{'-^i>

Auf der andern Seite kann man auf Grrund der Losging der zweiten

Aufgabe erkennen^ daß für denselben Moment der Wert der Summe Ä,

die die Versicherungsanstalt den Erben der Person bezahlen muß^ auf

yi + t

Daher haben wir auf Grund der Regel ehrlichen Spiels

yi + t

woraus wir ableiten

X

^ T/i~+* 1 , ^f_ V^ + t ^^ + '^0

*

§ 43. Gegenseitige Versicherungen.

Wir gehen zu den Versicherungen über, die durch Leben oder Tod

zweier Personen bestimmt sind und wir setzen der größeren Allgemein-

heit wegen voraus, daß diese zwei Personen zu verschiedenen Kategorien

von Menschen gehören, daß man daher für sie zwei verschiedene Sterb-

lichkeitstafeln anwenden muß.

Wir behalten daher für die eine Person die frühere Zahlenreihe bei

NN N N

im oben ang^effebenen Sinn; für die andere Person aber werden wir in

demselben Sinn die neue Zahlenreihe anwenden

N' N\,, N\,, N\^, ..-.



254 Von der Lebensversicherung.

Wenn dann die erste Person ein Alter von c Jahren hat^ die zweite

aber ein Alter von d Jahren, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß alle

beide i Jahre weiter leben, ausgedrückt durch das Produkt

Unter denselben Bedingungen wird die Wahrscheinlichkeit, daß die

erste Person nach Verlauf von i Jahren stirbt, die zweite aber am Leben
bleibt, dargestellt durch das Produkt

AT _ TV JV'

^c ^^^'.
'

und die Wahrscheinlichkeit, daß die zweite Person im Verlauf von
i Jahren stirbt, die erste aber am Leben bleibt, wird durch das Produkt,

dargestellt

-%+,: ^'ä
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von der ersten Person zu bezahlen, vom Moment an, wo sie c Jahre alt

ist, bis zum Tode, wobei dieser Wert auf den Zeitpunkt der ersten Zah-

lung bezogen ist, wann die erwähnte Person c Jahre alt ist.

Dieselbe Bedeutung hat für die zweite Person die Zahl

Was aber die Zahl

1 + X...

betrifft, so drückt sie, wie man sich leicht überzeugen kann, den Wert

der jährlichen Zahlungen der Einheit des Kapitals aus, welche vorge-

nommen werden unter der Bedingung, daß beide betrachtete Personen am

Leben bleiben, wobei dieser Wert ähnlich wie der vorhergehende, sich

auf den Moment der ersten Bezahlung bezieht, der mit dem Zeitpunkt

zusammenfällt, wo die erwähnten Personen das Alter von c und d Jahren

erreichen.

Fünfte Aufgabe. Eine Person im Alter von c Jahren wünscJit,

daß sogleich nach ihrem Tode die Versicherungsanstalt einer andern Person

im Alter von d Jahren das Kapital A auszahlt, wenn der Tod der ersten

Person in dem Zeitraum erfolgt, wo das Älter der ersten Person zwischen

c + i und c + i + 1 Jahren liegt. Mcm soll den Wert dieses Kapitals

hestimmen, bezogen auf den Zeitpunld, ivo die erste Person das Älter von c,

die zweite aber das Alter von d Jahren hat.

Wäre die Bezahlung des Kapitals A nicht gebunden an das Leben

der zweiten Person, so könnte der gesuchte Wert dargestellt werden

durch das Produkt

(l+i) '

auf Grund dessen, was wir bei der Lösung der dritten Aufgabe sagten.

Jetzt aber müssen wir noch einen Faktor hinzufügen, der die Wahr-

scheinlichkeit ausdrückt, daß im Moment des Todes der ersten Person

die zweite noch unter den Lebenden weilt. Dieser Faktor liegt zwischen

AT' TV'-^ und -^-;

denn im betrachteten Moment des Todes der zweiten Person ist das

Alter der zweiten Person enthalten zwischen d + i und d -{-i-\-l Jahren.



256 Von der Lebensversicherung.

Nehmen wir aber an, daß im Moment des Todes der ersten Person

das Alter der zweiten gleicli d -{- i -{- ^^ Jahre ist, so können wir für den

erwähnten Faktor wählen

''"W>

Daher können wir als Größe des gesuchten Betrags festsetzen das

Produkt

Nc +i-K + i+i ^'d+i + ^ä + i + i
1

^c 2A-

(1+0

Dieses Resultat dient als Grundlage für unsere weiterenAusführungen

.

Sechste Aufgabe. Mne Person vom Älter c zalilt einer Ver-

sicherungsanstalt das Kapital Y ein mit der Bedingung, daß sogleich nach

dem Tode dieser Ferson das Kapital A einer Person im Älter von d Jahren

ausgezahlt wird.

Man soll bestimmen die normale Größe des Verhältnisses

Y
A '

Man kann die Versicherung, von der die Rede ist, als Summe von

Jahresversicherungen betrachten, deren Wert wir soeben bestimmt haben.

Auf Grund hiervon kann man leicht die Gleichungen aufstellen

2^
1(1+«) '

"°^''
c = 0,1,2,3,....

Ferner leiten wir durch einfache Umformungen ab

Siebente Aufgabe. Kine Person vom Älter c und eine andere

vom Alter d zahlen der Versicherungsanstalt das Kapital Z ein mit der

Bedingung, daß sogleich hei dem Tode der einen von beiden das Kapital A
der überlebenden ausbezahlt tvird. Man soll die normale Größe bestimmen

für das Verhältnis
Z
A'
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Auf Grund der Lösung der sechsten Aufgabe wird das Produkt

ausgedrückt durch die Summe

1(1 - <x„,,) - ^(1 + a;„,,) + f^'(i + X,,,,,)

+ |(1 - tX^.o) - J^r(l + X„,^0 + -^(1 + X,^,.,),

die hinauskommt auf

i-tx^.
cd'

Man kann dieses Ergebnis auch aus der Überlegung ableiten, daß

zwei Personen, um das Kapital Ä erst nach dem Tode der einen von

ihnen zu erhalten, für ihre ganze Lebenszeit auf die Prozente dieses

Kapitals verzichten.

Achte Aufgabe. Eine Person vom Älter c und eine andere vom

Alter d Salden jährlich der Versicherungsanstalt das Kapital x ein, solange

sie lehen, mit der Bedingung, daß sogleich nach dem Tode der einen von

beiden der überlebenden das Kapital A ausgezahlt wird.

Man soll die normale Größe bestimmen für das Verhältnis

Auf Grund der Lösung der vorhergehenden Aufgabe erhalten wir

wenn die erste Zahlung des Kapitals x in dem Moment stattfindet, wo

die erwähnten Personen c und d Jahre alt sind.

Neunte Aufgabe. Eine Person vom Älter c zahlt einer Versiche-

rungsanstalt das Kapital Z ein, damit der andern Person vom Älter d

eine lehenslängliche Jahresrente Ä vom Moment des Todes der ersten Person

an sichergestellt ist. Man soll die normale Größe des Verhältnisses Z : Ä
bestimmen.

Zur Vereinfachung der Rechnung datieren wir alle Abgaben der

Rente auf die Momente, wo die zweite Person das Alter erreicht von

^ + 1 Jahren, d -{- 2 Jahren, d -\- d Jahren usw.

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 17
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Weiter erläutern wir die Bedingung der Aufgabe so, daß bei Er-

reichung des Alters von

d -\- 1 Jahren, d -\- 2 Jahren, d -\- 3 Jahren usw.

die zweite Person in jedem Fall die Rente Ä erhält, die sie freilich dann

der Versicherungsanstalt zurückgibt, wenn auch die erste Person noch

am Leben ist.

Bei dieser Deutung der Aufgabe erhält mau leicht die Formel

ji d c,d

Denen, die wünschen, ausführlicher mit den verschiedenen Fragen

der Lebensversicherung und den Regeln für ihre Lösung bekannt zu

werden, nennen wir die wichtige Abhandlung von B. F. Maleschewskij
„Theorie und Praxis der Rentenkassen"; sie enthält auch die Ausein-

andersetzung der Regeln für die Aufstellung von Sterblichkeitstabellen.

Man vergleiche auch G. Bohlmann, Lebensversicherungs- Mathematik.

(Math. Enzyklopädie I D 4 b.)



Allhang I.

Über die Wurzeln der Gleichung e"''-^^^|I^ = o

(Bull, de l'Acad. St. Petersbourg 5. Serie 9, 1898, S. 437—445.)

Lehrsatz 1. Alle Wurzeln der Gleichung

^, a e— _ ^

sind enthalten zwischen den Grenzen

— m j -\-m
und

ylog m j/logm

Beweis. Ersetzt man in der Gleichung

^

m(m — l)(m — 2)(m— 3) .^ ,^_^

die Produkte

m{m— l){m— 2){m — 3), m (m — l){m— 2) (m— 3)(m — 4) (m— 5)...

entsprechend durch

m^ — 6m^ m^ -f- 15m^, w^ — 28m^, m^° + 45m® . .
.

,

so erhält man die Ungleichheit

e^' d'"e-^' . . . .
*^ <»

.

<*

(-2a;r «^a;"' ' •1-2 1 • 2 • 3 ' 1 • 2 • 3 • 4

_ 3«

mi V-" ^ 2.3.6^^ 2.3.4.6 ^ ^ 2.3.4.5.6^ ^ /'

worin ^ den Bruch -.—= bedeutet.

Die Summe

1-2 1.2-3 ' 1.2-3.4
17'
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ist srleich e~^ und der Wert der Summeö

^ + 2T3": 6 ^+2:3.4.6^ +2.3.4.5.6^ ^

ist kleiner als eK

Folglich gibt uns die vorhergehende Ungleichheit die einfachere

— > e '
j

1 re^'^

{-2xr dx""' ^ '''

Setzt man auf der anderen Seite

.logm
^ = 4

' '

so wird man erhalten

m 10 Ym

Wir sehen also^ daß der Ausdruck

eine positive Zahl ist für alle Werte von x, welche der Ungleichheit ge-

nügen ^ log^,

4aj«^ 4 '

X > -
, r

die hinauskommt auf die folgende

|/log m

Der ausgesprochene Lehrsatz folgt hieraus unmittelbar.

Zusatz: Betrachtet man den Quotienten
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enthalten sind zwischen

— y2m und -\-y2m.

Lehrsatz 2. Für hinreichend große Werte von m hat die Gleichung

m .— X'-

dx'"

in jedem gegebenen Intervall Wurzeln.

Beweis: Es seien a und h zwei gegebene Zahlen.

Wir nehmen um die Betrachtung zu vereinfachen an, daß diese

Zahlen positiv sind; man sieht leicht ein, daß die Annahme die all-

gemeine Gültigkeit der Schlußfolgerungen nicht beeinflußt.

Wir bezeichnen mit c die größte Wurzel der betrachteten Gleichung

e^^

^-
" =

dx"^

und setzen

(c + a) (c + &) == f?, {x-a){h-x) = s

und

i^(^) =
{

20 + ^)2
COS a arc cos —-r^

' d

worin ^ eine ganze Zahl ist, gleich —-— oder —-—
Bekanntlich können die Funktionen

dx'

als die Nenner der Näherungsbrüche des Kettenbruchs betrachtet wer-

den, welcher dem Integral entspricht

+

/ X — t

Bezeichnet man demnach mit

alle Wurzeln der betrachteten Gleichung

efc-^ ^^A— = 0,
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und bestimmt man die entsprechenden Koeffizienten durch die Formel:

+ 00

wobei (p{x) gleich

ist, so hat man, zufolge einer bekannten Eigenschaft der Kettenbrüche ^)

+ 00

— 00

denn der Grad der ganzen Funktion ^(x) ist niedriger als 2m.
Nun sind aber die Koeffizienten Ä. positive Zahlen und ihre Summe

ist gleich

fe-^^'dx.

Nachdem dies festgestellt ist, nehmen wir an, daß die Gleichung

keine Wurzeln im Intervall (a, h) hat.

Bei dieser Annahme genügen alle Zahlen x^ den Ungleichheiten

h <C Xi< c oder — c < a;^ < ö«

und alle Ausdrücke
^. = (x, -a)(h- x^)

liegen zwischen Null und — d.

Hieraus folgen die Ungleichheiten

-l<'-^±^< + l, il{x,)<\,

und folglich

+ 00 +00

fe- ^' i^ {x) dx = ^A^ i^ (a;.) < ^^, =^fe- "^'dx.

1) A. A. Maekoff, Differenzenrechnung, übersetzt von Friesendorff und

Prümm (Leipzig 1896) Kap. VII.
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Zu gleicher Zeit kann man leicht sehen, daß die Funktion 9,{x)

eine positive Zahl ist für alle Werte von x und der Ungleichheit genügt

für alle Werte von x, die zwischen a und h liegen.

In der Tat kommt die sich ergebende Gleichung hinaus auf

.^0 2

Sl{x) =

für

c^^ ^yrr)^- 1)"+ (^^-^ -y(-^T- ^y
2

a <,x <h
hat man aber

und folglich

|(^+2t4)%(i^VJ)'] .

£l(x) > 1^^ '—^
J

> (^1 + 2;t (fi - 1) ^^j

>4,a(J^-l)-|-.

Folglich gilt die Ungleichheit

+ 80 &

j'e--St{.)dx > ^^^^^Je-- {X - «) (6 - x) dx

.

— 00 a

Vergleicht man die Ungleichheit mit der vorhergehenden

+ 00 +00

_00 — 00

so findet man, daß der Quotient

(cj-aKc+_&)

4^(1.-1)

größer ist als der Quotient

b

I
e~^^ (x — a) (& — x) dx

+ 00

je~'^''dx
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Auf Grund des ersten Satzes aber muß der Quotient

4^(^-1)

sich der Null nähern, wenn m unbegrenzt wächst.

Unsere Annahme also, daß die Gleichung

im Intervall (a, h) keine Wurzeln hat, kann für hinreichend große Werte

von m nicht gelten; und damit ist der Lehrsatz bewiesen.

Lehrsatz 3. Setzt man

Vi^-e-''^- und ^(j^^ßk^p^e^dt,
— 00

SO wird die Summe

i
erstreckt über alle Wurzeln x,- der Gleichung

q)(x) = 0,

die im gegebenen Intervall (a, ß) liegen, sich der Grenze nähern

wenn m unbegrenzt wächst.

Beweis: Bezeichnet man mit ^' und ^" zwei Wurzeln der Glei-

chung g){x) = 0, die den Ungleichheiten |'<a<5" genügen und mög-

lichst nahe an a liegen, und mit rj' und tj'' zwei Wurzeln derselben

Gleichung, die den Ungleichheiten ri' <Cß<.ri" genügen und möglichst

nahe an ß liegen, so hat man bekanntlich die Ungleichheiten^)

Aber zufolge des vorigen Lehrsatzes müssen die Zahlen ^' und |"

sich dem Grenzwerte a nähern, und die Zahlen ri' und ri" dem Grenz-

wert ßy wenn m unbegrenzt wächst.

1) A. Markoff, Demonstration de certaines inegalites de M. Tchebychef,

Math. Annalen XXIV.
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Folglich nähern sich die Integrale

r f
I e''^' dx und le~^''dx

und die Summe

a

die zwischen diesen beiden Integralen liegt, dem Grenzwert

a

wenn m unbegrenzt wächst.

Bemerkung. Der Grenzwert

fe-^'dx
a

der Summe
^

bleibt derselbe, wenn man diese Summe vermehrt oder vermindert um
eine bestimmte Anzahl der Glieder

die den Wurzeln x^ der Gleichung

cp(x) =

entsprechen, welche an a und ß möglichst nahe liegen.

So nähert sich z. B. die Summe

2Jir <-.<.').

erstreckt über alle Wurzeln x-, welche den Ungleichheiten genügen

r' < ^i < n
und die Summe „_ , ,

erstreckt über aUe Wurzeln x^^ welche den Ungleichheiten genügen

r ^ ^i £ V"
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ebeofalls dem Grenzwert

wenn m unbegrenzt wäcbst.

Diese Bemerkung bedarf keines besonderen Beweises.

Die Lehrsätze über die Wurzeln der Gleichuno-

dx"
= 0,

die wir bewiesen haben, können dazu dienen, den folgenden Satz sehr

einfach zu begründen, der sich von einem Satz Tschebyscheffs nur
in unwesentlichen Details unterscheidet.

Lehrsatz 4. Wenn alle Funktionen f^(x) der Reihe

der Ungleichheit genügen

und die feummen

-t-ao +00 +30

2fni^), ^^a^), ^«Y„(«), ...
— 00 —00 —00

der Reihe nach sich den Grenzwerten nähern

+ 00 +00 +80

fe-'^'dx, fxe-'^'dx, fx'^e-'^'dx, . .
.,

— 00 —00 —00

sobald n über alle Grenzen wächst, so nähert sich die Summe

1^

^a^).

erstreckt über alle Werte von x, die innerhalb eines gegebenen Intervalles

(a, ß) liegen, der Grenze

Je-^'dx,

wenn n über alle Grenzen wächst. Die Werte von x bleiben un-

bestimmt.
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Beweis. Um den Lehrsatz zu beweisen, ist es notwendig und hin-

reichend, festzustellen, daß für hinreichend große Werte von n die Dif-

ferenz

i.

dem absoluten Betrage nach kleiner wird, als jede beliebig kleine ge-

gebene Größe.

Behält man unsere im Lehrsatz 3 und in der Anmerkung einge-

führten Bezeichnungen bei und bezeichnet man mit s eine gegebene po-

sitive Zahl, so sei angenommen, daß man m einen bestimmten Wert er-

teilt hat, so groß, daß die beiden Differenzen zwischen dem Integral

und den Summen

2 J{3r <...<.') und 2';g(r^-^^v')

dem absoluten Betrage nach kleiner als - sind; eine Annahme, die dem

Lehrsatz 3 entspricht.

Hierauf betrachten wir die Näherungsbrüche des Kettenbruchs,

welcher der Summe entspricht

jLj X— x^— 00

d. i. der Reihe

+ 00 +30 +30

— 30 00 — 30

wir bezeichnen mit -. .

einen dieser Näherungsbrüche, den wir durch die Bedingung bestimmen,

: daß der Grad von '^{x) gleich m ist.

Die Koeffizienten des Bruches
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sind rationale Funktionen der Größen

und folglich sind die Wurzeln der Gleichung

'^(x) =

algebraische Funktionen dieser Größen.

Nun nähern sich aber die Größen

^O; ^1? ^2? • • • ^2m-l V

entsprechend den Grenzwerten

+ 00 +00 +00

je-'^'dx, je-'^'xdx, . . ., fe-'^''x^"'-^dx,
— 00 — 00 — 00

wenn n unbegrenzt wächst.

Hieraus folgt, daß die Wurzeln

der Gleichung

^{x) =

sich von den entsprechenden Wurzeln

X^, X^j . . . , x^^

der Gleichung

(p{x)=^0

nur um beliebig kleine Beträge unterscheiden, wenn n hinreichend groß

ist; x^ und x- sind die entsprechenden Wurzeln der Gleichungen

q){x)==0 und (p{x) = Oj

wenn man setzt

x^<x^<'*'<x^^^ und x^<x^<- • - <x^.

Aus demselben Grund nähert sich auch die Differenz

cp'iXi) (p{Xi)

dem Grenzwert Null für jedes Paar entsprechenden Wurzeln x. und x-y

wenn n unbegrenzt wächst.
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Demnach sind für hinreichend große Werte von n die Differenzen

zwischen

2'llr<^<<'^') -<! 2^1r<-^<v)
und zwischen

2'|:!|(r^^.<r) und ^^^^^.^')
dem absoluten Betrage nach kleiner als die gegebene Größe y; dabei

sind I', I", ^', 1]" die Wurzeln der Gleichung

^)(x) = 0,

welche den Wurzeln l' ^
%", r{ , ri" der Gleichung (f{x) = entsprechen.

Andrerseits müssen infolge der bekannten Eigenschaften der Nähe-

rungsbrüche des Kettenbruchs, welcher der Summe entspricht

— 00

die Ungleichheiten gelten

und

Hieraus folgt, daß für hinreichend große Werte von n die betrach-

tete Summe

größer ist als

a

i

und kleiner als

8 8- — —

Nach dem Lehrsatz 4 bewiesen ist, folgt daraus fast unmittelbar,
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wie TschebYSCHEFF bemerkt hat^), der folgende wichtige Satz der

Wahrscheiülichkeitsrechnung

:

Die Wah'scheinlichJmt, daß die Summe

U^+U^-\ h 11^

der unabhängigen Größen

gelegen ist zwischen

a|/2(a, + «";+... + aj und ^l/2(V+V+—'T&J,

wobei
ö^i, «2; • • •> ^« ^^^ mathematischen Hoffnungen (die wahrscheinlichen

Werte) von

sind und a und ß zwei beliebige gegebene Größen, nähert sich mit unbe-

grenzt wachsendem n dem Grenzivert

—=: le~'^'dx\

a

wenn die Beihe der unabhängigen Größen

den folgenden Bedingungen genügt:

1. die mathematischen Hoffnungen von

u^, U^y U^f ' . '

sind gleich Null; »-'

2. die mathematischen Hoffnungen von

bleiben endlich für alle endlichen Werte von h und in dem Fall, daß h

unbegrenzt wächst.

3. die mathematische Hoffnung von

wird nicht unendlich Idein, wenn h unbegrenzt wächst.

1) N. TscHEBYscHEFF, Über zwei Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Abhandlung 6 im IV. Band der Schriften der Kaiserlichen Akademie der Wissen-

schaften.
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In der Tat genügt es, um diesen Satz zu beweisen, nacli Satz 4

festzustellen, daß die mathematisclien Hoffnungen der Ausdrücke

^1 H- ^8 i ^'^n

l/2(ai + a2 + .-- + aj
'

\y2K + ao + ••• + «„)/ ' \y2"(a, +«24-- • • + a„))

entsprechend sich den Grenzen nähern

'

V-

+ 00 +00 +00 +00

^^ txe-^'dx, -'1= fx'^e-^'dx, 4_- fx'e~^'dx, -^ fx^e-^'dx,
^^J V^J V^J V^J

wenn n unbegrenzt wächst und die gegebenen Bedingungen erfüllt sind.

Dies folgt unmittelbar aus dem Lehrsatz § 17, S. 76. Wir verweilen

nicht bei der Verallgemeinerung von A. M. Ljapunoff, durch die er

den oben genannten Lehrsatz über die Grenzwerte der Wahrscheinlich-

keiten erweitert hat.
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Ausdehnung der Sätze über die Grenzwerte in

der Wahrscheinliclikeitsrechnung auf eine Summe
verketteter Größen.

(Abb. der Kais. Russ. Ak. d. W. 22, 9 1908).

In dem Aufsatz „Ausdehnung des Gesetzes der großen Zahlen",

mitgeteilt im 15. Band der 2. Serie der Abhandlungen der phys.-math.

Gesellschaft an der Kasaner Universität wies ich nach, daß das bekannte

Gesetz der großen Zahlen, wie es von Tschebyscheff für unabhäno-ige

Größen aufgestellt ist, auch auf viele Fälle abhängiger Größen erweitert

werden kann.

Von diesen FäUen verdienen nach meiner Meinung die Fälle ver-

ketteter Größen besondere Aufmerksamkeit, so daß, wenn der Wert von
einer von ihnen bekannt ist, die darauffolgenden von den ihr voraus-

gehenden unabhängig sind.

Bei der Betrachtung von einem dieser Fälle, man kann wohl sagen,

dem einfachsten, in dem Aufsatz „Untersuchung eines wichtigen Falles

abhängiger Proben" i) wies ich für ihn den Lehrsatz vom Grenzwert

der mathematischen Hoffnung nach, aus dem ein bßötimmter Ausdruck
für den GrenzAvert der Wahrscheinlichkeit in Gestalt des bekannten

LapLAGE sehen Integrals hervorgeht.-)

Dies Ergebnis führt auf den Gedanken, daß die Sätze über die

Grenzwerte der mathematischen Hoffnung und der Wahrscheinlichkeit

auch für andere Fälle verketteter Größen gelten muß.

Mein Beweis war auf eine Besonderheit des gegebenen Falles be-

gründet: auf die Symmetrie der gesuchten Ausdrücke in p und g; es

genügt aber, kleine Änderungen vorzunehmen, um ihn von der angege-

benen Besonderheit des einfachen Falles frei zu machen, und es wird die

Möglichkeit klar, ähnliche Schlüsse und entsprechende Ausführungen auf

andere FäUe zu übertragen.

1) Acta mathematica T. 33. 2) Anbang I.
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Wir verweilen niclit bei dem erörterten Fall, sondern wir betrachten

einen anderen, allgemeineren Fall und erläutern an ihm einen Beweis,

der allgemeinen Charakter hat.

§ 1-

Es seien

eine Reihe verketteter Größen.

Ferner seien für jede dieser Größen möglich nur die drei Werte

-1, 0, + 1

und dementsprechend bedeutet das Zahlensystem

Ih
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Unter diesen Bedingungen beschäftigen wir uns mit der Betrach-

tung der Wahrscheinlichkeit verschiedener Annahmen über die Größe

der Summe
^1 ~r ^2 ~r ' * ' 'T' ^n

für einen beliebig gegebenen Wert n und beginnen mit kleinen Werten

von n, gehen sodann über zu großen und unbegrenzt wachsenden.

Für n = l reduziert sich unsere Summe auf die Zahl x^^ und kann

dementsprechend die drei Werte haben

-1,0, + 1,

deren Wahrscheinlichkeiten zufolge der Bedingung sind

P, Q, B-

Für n = 2 haben wir die Summe zweier Zahlen

^1 "r ^2

;

für welche man die Werte nehmen kann

-2,-l,0,+ l, + 2

und die Wahrscheinlichkeiten dieser Werte sind, wie man leicht sieht

entsprechend gleich

Pp, Pq + Qp', Pr + Qq' + Bp', Qr + Rq'\ Rr'\

Für die Summe

sind schon sieben Werte möglich
,

-3, -2,-1,0,4-1, + 2, + 3

und ihre Wahrscheinlichkeiten werden der Reihe nach sein

Ppp, P{pq + qp) -f Qpp, P{pr + qq + rp") + Q{p q + qp) + Pp'p,

P{q/+rq') + Q{pW + g 2^+ ^y^ + ^(/'^ + OO.
Prr' + Q(ar' + r i') + B{p'r + qq + r'f),

Qrr' 4- B{q'r + r'q') , Br"r\

Fährt man ferner fort, ähnlich wie in dem erwähnten Aufsatz „Un-

tersuchung eines wichtigen Falles . . .", bei beständiger Zunahme der

Zahl n von Eins an, so hat man die Wahrscheinlichkeit der Gleichung

^1 + ^2 + \-x^=^m
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für beliebig gegebene Werte n und m in Gestalt einer Summe darstellen

-*- w,« ' m,« ' m,n

wobei wir mit den drei Symbolen die Wahrscheinlichkeit derselben

Gleichung bezeichnen, mit der Nebenbedingung, die nach der Folge der

Wahrscheinlichkeiten ausgedrückt wird durch die Gleichungen

^.= -1. ^.= 0, ^,= + 1.

Bei diesen Bezeichnungen kann man leicht die folgenden Gleichungen

aufstellen:
- - +

+

+ -
^ ^^

+

für

w = l,2,3,....

Dieser Gleichungen kann m.an sich bedienen, um der Reihe nach

die Wahrscheinlichkeiten

P P P
für

?i = 2,3,4, ...

zu berechnen; man muß nur die Ausgangsgleichungen beachten

und beachten, daß alle übrigen Ausdrücke

P P P

gleich Null werden müssen, als Wahrscheinlichkeiten von unmöglichen

Annahmen.

Wir finden auf diese Weise

P_,^,= qP, P,^,^ q' Q, P,^,^ q"R,

h,i = rP,\,= rQ,P,^,~r"R,
18*
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die übrigen Ausdrücke aber

+
P P P

gleich Null; ferner erhalten wir

- - +
P-$,3-PPP> P-2,3-PPQ+PQP, P-2,3-^PP> ^-2,3=0

^-2,3 + ^-2,3 + ^-2,3 = (P2 + qp) P + QPP
USW.

Lassen wir in unseren Betrachtungen den FaU bei Seite, daß die

Determinante

Py P, P

q, Q.\ q

r, r, r

gleich Null ist, so können wir noch drei Zahlen einführen

+
P P P-^0,0^ -*^o,o; ^0,0>

die wir aus den Gleichungen bestimmen:

- +

Q = qPo,o+qPo,o+Q^Po,o

Kraft deren wir haben
- +

-'^OjO ' ^0,0 I ^ 0,0
^•

Wenn wir zugleich den Symbolen

+
P P P

für von NuU verschiedenes m den Wert Null erteilen, so können wir

die von uns gefundenen Gleichungen auf den Fall n = ausdehnen.

§2.

Führt man die Hilfsveränderliche t ein und ihre Funktionen

^n~ <P„+ Vn+ f.,
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SO können wir erstens die Wahrscheinliclikeit der Gleichung

^1 + ^2 H + ^« = ^^

als Koeffizient von T in der Entwicklung von 0^ nach Potenzen von t

bestimmen, zweitens aus den Gleichungen (2) ableiten

Aus diesen letzteren Gleichungen folgt für alle Funktionen

^n, ^n1 ^ny ^n

ein und dieselbe lineare Differenzengleichung, die wir für die Funktion 0^

sehr einfach in symbolischer Form darstellen können

p-t^y p\ p"

r, r r — -. O

0^=0, (6)

wobei in der Ausführung der angegebenen Rechnung an Stelle von

zu setzen ist

und außerdem
ti = 0, 1,2, •••.

Wir lenken die Aufmerksamkeit auf die symbolische Form der

Gleichung aus dem Grunde, weil sie klar erkennen läßt, wie unsere Aus-

führungen auf andere Fälle von allgemeinerem Charakter zu erweitern

sind, wenn Xj^ mehr als drei verschiedene Werte haben kann.

In gewöhnlicher Form wird die Gleichung (6) so dargestellt

wobei

Ä = ^ + q'+r"t,B= ^-«'-7^-'« + pr" ~p"r + {qr" - qr')t
^^^

B = pqr" — p(^'r' + p'q'r — p'qr" + p'qr — p'qr.

Auf der andern Seite haben wir nach unserer Bezeichnungsweise
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und die unmittelbare Betrachtung der Fälle w = 1 und n =• 2 gibt uns

^2- PP^ + (-Pg + Qp) j + Pr+Qq^ + Bf + {Q/ + E^^ + Br' A

Aus diesen Angaben können wir auf Grund von Gleichung (6) alle

übrigen Funktionen ^^^ finden. Man kann auch leicht einsehen, daß

man alle Funktionen 0^ bestimmen kann als Koeffizienten von z"^ in der

Entwicklung einer gewissen rationalen Funktion

nach wachsenden Potenzen einer neuen Hilfsveränderlichen z, wobei der

Nenner bestimmt ist durch die Formel

F{t,z)==- qz, q'z-1, q'z

rZy r 3, r z -— -

1-ÄZ + Bz'-Dz^, (8)

der Zähler aber eine ganze Funktion vom zweiten Grad in z darstellt.

Die Funktion f(ty z) wird bestimmt durch die drei ersten Glieder

der rechten Seite der Formel

^ = ©^+ g>^, + 0^^2^ . . . + 0^^«+ . . ..
(9)

die einfache Multiplikation der auf der rechten Seife von (9) stehenden

Reihe mit F{i^ z) gibt uns

f{t, z) = %-\- (0, - A%)z + (^2 - ^a>, + B%)z\

Für unsere Absicht ist die Bemerkung wichtig, daß für ^ = 1 alle

Funktionen ^„ zu Eins werden müssen und folglich ist

^(^!)_= JL_. (10)

Die gefundenen Formeln verwenden wir zur Berechnung der mathe-

matischen Hoffnungen der verschiedenen Potenzen der Summe

^i + Ä^gH i- x^—na,
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wobei wir die Zahl a so auswählen^ daß die mathematische Hoffnung

der ersten Potenz dieser Summe endlich bleibt bei unbegrenztem An-

wachsen der Zahl n.

Da die Funktion ^„ nach ihrer Definition als Koeffizient einer

beliebigen gegebenen Potenz von t die Wahrscheinlichkeit gibt, daß die

Summe

gleich dem Exponenten dieser Potenz ist, so können wir die Wahrschein-

lichkeit, daß die Summe

^1 + ^2H ^„— ^«'

einer gegebenen Zahl gleich ist, durch Entwicklung des Produktes^

nach Potenzen von t bestimmen, als Koeffizient in diesem Produkt bei

derjenigen Potenz von ^, deren Exponent der gegebenen Zahl gleich ist.

Hieraus kann man leicht erschließen, daß die mathematische Hoff-

nungvon
(^^ + ^^ + . . . + ^^_ „«y

wobei i eine beliebige positive ganze Zahl ist, mit Hilfe des Produktes

in folcrender Weise erhalten werden kann:
o

Wir setzen ,

t => e",

sodann bilden wir die Ableitung

du'

und darin setzen wir u gleich Null; das auf diese Weise erhaltene

Resultat
^,^_^^

du* =

gibt uns die gesuchte mathematische Hoffnung; der Übergang von t

zu e" ist uns nützlich, damit bei der Differentiation die Exponenten

nicht kleiner werden.

Zugleich kann man leicht einsehen, daß die Reihe
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aus der Reihe
J

erhalten wird, indem man die Zahl s ersetzt durch das Produkt

Demnach haben wir auf Grund von Formel (9)

und die mathematische Hoffnung von

(^i + ^sH Vx^—naJ

können wir als Koeffizient von z"" bei der Entwicklung des Ausdrucks

nach wachsenden Potenzen von ^ bestimmen.

§4.

Wir verweilen bei der mathematischen Hoffnung der ersten Potenz.

^i + ^2H \-x^~na

um die Zahl a zu finden.

Diese mathematische Hoffnung wird, entsprechend unseren Dar-
legungen, ausgedrückt durch den Koeffizienten von z'' bei der Entwick-
lung der Funktion

Fil,z)
"

F(l,^) ->-XM) (13)

nach wachsenden Potenzen von z, wobei die Symbole

fu = oi^%^e---) und i^;^,(e",^e--')

entsprechend zu bedeuten haben die Werte der Ableituucren

- 'und ^ ~V
^

du du
für w = 0.

Um die Entwicklung der angegebenen Funktion nach wachsenden
Potenzen von z auszuführen, beschäftigen wir uns vor allem mit der
Entwicklung von ihr in die einfachsten Brüche, wobei für unsern
Zweck wichtig ist, den Bruch mit dem Nenner (1 — zf abzutrennen.
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1

Als Nenner der gesuchten einfachsten Brüche können offenbar nur

die einfachen Faktoren der ganzen Funktion F(l, 0) dienen.

Als der eine Faktor der Funktion -^(1, ^) dient

1-0

da sein Wert für = 1 ausgedrückt wird durch die Determinante

p-1, p\ p"

q, q-1, q

r, r , r — 1

die zufolge der Grundgleichungen

p-\-q^r=p^q-\-r=p"-]r q \-r' =1

gleich Null ist.

Wir wenden uns zu den andern einfachen Faktoren der Funktion

F{lj 0) und setzen

wobei die drei Zahlen

1? y, 2/2

darstellen die drei Wurzeln der Gleichung

p-y, P\ p"
I

a, Q-y, (f =ö.

(14)

(15)

y\

Von dieser Gleichung wollen wir zeigen^ daß nur eine ihrer Wurzeln

gleich Eins ist und daß die Moduln der beiden andern kleiner als

Eins sind.

Zu diesem Zweck bilden wir von der linken Seite der Gleichung (15)

die Ableitung nach y und setzen y ^ 1, das Ergebnis können wir in

Gestalt der Summe dreier Differenzen darstellen

{
q'r' - (1 - q)(l - .-")

) + {p"r _ (1 - p)(l - r")

]

+ (yä-(l-p)(l-2')),

von denen keine eine positive Zahl sein kann und die alle zu Null werden

könnten nur in den von uns ausgeschlossenen Fällen, wenn wenigstens

eine der Zahlen

gleich Eins wäre.
p, q, r'
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Nachdem wir uns so überzeugt haben, daß Eins eine einfache und

keine vielfache Wurzel der Gleichung (15) ist, gehen wir über zu den

andern Wurzeln

2/1,2/2

derselben Gleichung, welche von Eins verschieden sind.

Sei y eine der beiden Zahlen

2/1,2/2;

einerlei welche.

Zu dieser Zahl y kann man ein System von Zahlen bilden

welches nicht aus Nullen allein besteht und das den Gleichungen genügt

ay = pcc -\- qß -\- ry

ßy =pu -^ qß -\-ry

yy=:^p''a + (fß -\-r"y.

Die Differenzen

a- ß, a-y, ß — y

können auch nicht sämtlich NuU sein, da ja für

aus den Gleichungen, welche a, ß, y erfüllen, die Gleichung folgen würde

Wir verweilen bei derjenigen Differenz

a- ß, a-y, ß — y,

die den größten Modul hat; es sei dies a — ß.

Dementsprechend subtrahieren wir ßy von ay] dies gibt uns die

Gleichung

(« - ß)y = {p -p)a + (2 - q:)ß + (r - r)y.

Hier sind die Faktoren

p-p, q-q\r-r

von «, ß und y ihrem absoluten Betrage nach kleiner als Eins und da

ihre Summe gleich Null ist, so hat einer das Zeichen ±, entgegengesetzt

dem Zeichen + der beiden andern und ist dem absoluten Betrage nach

ihrer Summe orleich.
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Um eine genaue Bestimmung zu "Laben, nehmen wir an, daß p—p
und C[ — q das eine Vorzeichen haben und r — / das andere.

Ersetzen wir unter dieser Annahme in der obenstehenden Gleichung

die Differenz r — r durch die ihr gleiche Differenzensumme

p—p-\-(l—q,
so erhalten wir

und daher

mod ij < abs. Betr. {p — p) + abs. Betr. (g— q) = abs. Betr. (r — /) < 1

.

Daher sind die Moduln der Koeffizienten 2/1,2/27 welche in der Zer-

legung (14) der Funktion -F(l, z) in einfache Faktoren auftreten, kleiner

als Eins.

Daher müssen in den bekannten Entwicklungen nach wachsenden

Potenzen von z der Brüche

und ;

die Koeffizienten von z^ mit 1 : w dem Grenzwert Null sich nähern.

Was aber die Entwicklung der Brüche von der Form

(1-^/

nach wachsenden Potenzen von betrifft, so haben wir nach der Formel

_ (n-\-l){n+2)-. -{n-{-l-l)
« 1 • 2 • • . (Z — 1)

^

welche die Koeffizienten dieser Entwicklung

7^-^ = 1 + J^,^ + ^,^^4- • • • + ^.^'^+ • •
•

(1 — 0)

angibt,

worin s eine beliebig vorgegebene positive Zahl bedeutet.

Wenden wir unsere Ausführungen auf die Funktion (13) an, so

ergibt sich der Schluß, daß bei ihrer Entwicklung nach wachsenden

Potenzen von z der Koeffizient von 2'^^ gleich der mathematischen Hoff-

nung der Summe
x^ + x^-\ \- x^—na,

'ö
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mit n unbegrenzt wächst dann und nur dann, wenn der Bruch

F{l,z) F{l,z)

nicht durch 1 — s kürzbar ist.

Wünschen wir, daß diese mathematische Hoffnung nicht mit n un-

begrenzt wächst, und erinnern wir uns, daß infolge der früher auf-

gestellten Gleichung

F{l,z) 1 — z

die ganze Funktion f{l,s) den Faktor 1—z nicht enthalten kann, so

»müssen wir a einen solchen Wert geben, daß der Faktor l—s enthalten

ist in der Funktion

Wir gelangen so zu der Gleichung

die man leicht in die folgende Gestalt bringen kann
"^

Die Koeffizienten dieser Gleichung, welche eine und nur eine Lö-

sung zuläßt, kann man berechnen nach den Formeln

{-£^1 =
1=2"'-'''- 0--<l){^-r")+p"r-{l -p)(l -/')

+ /2-(l-p)(l-2'),
"'

(17)

§5.

Wir gehen über zu der Betrachtung der höheren Potenzen der

Summe
x^ + x^-\ h x^—na^

für die von uns gefundene Größe a.

Nach dem, was bewiesen wurde, kann man die mathematische

Hoffnung
{x^-\- x^^ h x^—naj
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als Koeffizient von ^" in der Entwicklung der folgenden Funktion

df/fie\z^-n)
duAF{e'',ze-''yu = o

nach wachsenden Potenzen einer willkürlichen Zahl bestimmen.

Um zur Erforschung dieser Funktion überzugehen, setzen wir zur

Abkürzung

du du

Bei diesen Bezeichnungen haben wir nach der Differentiationsformel

für ein Produkt ^

und nach der Differentiationsformel für die Funktion einer Funktion

erhalten wir

d' /i\ vrr ii.il (-r)n~2^ /A""2T3^ )

d',

wobei man die Summation auf alle möglichen Kombinationen ganzer

Zahlen

zu erstrecken hat, welche den beiden Gleichungen genügen

A + 2/i + 3i/ + • • • = «

und den Ungleichheiten

Wir wollen zeigen, daß bei unbegrenztem Anwachsen der Zahl 71

das Verhältnis der mathematischen Hoffnung von

(^i + rrgH h x^-nay
i

ZU n ^ sich einem Grenzwert nähert gleich dem Produkt

wo C eine konstante Zahl bedeutet.
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Zu diesem Zweck muß man in Anbetracht der vorausgehenden Be-

trachtungen erweisen, daß der Nenner der rationalen Funktion von ^,

die durch die Ableitung

du' V F/

dargestellt wird für u = 0, den Faktor 1 — ^ nach der entsprechen-

den Kürzung nur in Potenzen enthalten kann, welche * "^- bei unge-

radem i und o + 1 bei geradem i nicht übersteigen.

Betrachtet man für u = eines der Produkte

wie sie in Formel (19) auftreten, so bemerkt man, daß der Faktor I—0
im Nenner dieses Produktes in keiner höheren Potenz enthalten sein

kann, als im Nenner des zweiten Faktors

über diesen zweiten Faktor aber können wir für uns wichtige

Schlüsse ziehen auf Grund von Formel (20), indem wir in ihr die Zahl i

ersetzen durch die Differenz i — l.

In der Tat kann man leicht einsehen, daß bei dem von uns ge-

wählten Wert von a das allgemeine Glied

V^'^^ XI f*'-
*'•

der Formel (20) für u = nach der Kürzung auf einen solchen Bruch

führt, dessen Nenner den Faktor 1 — ^ in keiner höheren Potenz als

i + 1 - ^

enthält, da für ii = die Funktion F' den Faktor 1 — z enthält, die

Funktion V aber nicht durch (1 — ^)2 teilbar ist.

Anderseits kann man leicht aus den Bedingungen, welche die Größen

beschränken, die Gleichung ableiten

X^2j-i, (22)

welche den Wert A beschränkt, sobald 2j > i ist.

Wenn 2j < ^, so wird die Differenz

j + 1 - ^,

I
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in der X > 0, o£Fenbar kleiner als *
-f 1; kraft der Ungleicliung (22)

wird die Differenz

i + 1 - ^

kleiner als |^ + 1 bleiben, auch für 2j>i, und nur für j = ^ , wenn dieser

Wert möglicb ist, und für A = kann sie den Wert - + 1 erreichen.

Verweilen wir bei der Voraussetzung

i = 2j, l = 0,

welche nur bei geradem i möglich ist, so finden wir, daß dieser Voraus-

setzung nur das eine Glied der Formel (20) genügt

l•2•3.••^(—O^
~r i. >

2 T72
+ 1

da ja für j = 1 und A == aus den Gleichungen (21) und den damit

verbundenen Ungleichheiten folgt

%

Deshalb kann bei ungeradem % keiner der Brüche, auf welche die

Ableitungen führen

wenn wir u == setzen, sobald die entsprechende Kürzung vorgenom-

* 4-

1

men ist, im Nenner den Faktor 1 — ^ in höherem Grade als —~ ent-

halten, und bei geradem i kann nur der erste Bruch, erhalten aus der

Ableitung

iu'\yJ

im Nenner den Faktor 1 — ^ in der Potenz .- + 1 enthalten; zieht man

aber von diesem ersten Bruch den Ausdruck ab

i

1 . 2 • 3 • .
. 1 (—

O^
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genommen für u = 0, so führt die Dijfferenz nach entsprechender Kür-

zung zu einem solchen Bruch, dessen Nenner den Faktor 1 — ^ in ge-

ringerer Potenz als „ + 1 enthält.

Setzt man das Ergebnis in Formel (19) ein und beachtet die Be-

zeichnung (18) so ist zu schließen, daß für ungerades i der von uns

betrachtete Ausdruck

au \j^ {e .,
ze y u = q

auf eine derartige rationalgebrochene Funktion der Zahl s führt, deren

Nenner den Faktor 1 — ^ in einer niedrigeren Potenz als — + 1 enthält.

Hieraus aber folgt kraft der Ausführungen in den §§ 3 und 4 so-

gleich, daß bei ungeradem i der Bruch

m. H. (x^ -\- x^ -\- • • -\- x„— na)^

sich dem Grenzwert Null nähern muß, wenn n unbegrenzt wächst.

Man kann auch leicht den einfachen Bruch mit dem Nenner

(1 — ^)- finden, den man vom Ausdruck (12) abtrennen muß, bei

+ 1

geradem i damit der Nenner des Restes den Faktor (1 — z)^ nicht

mehr enthält, aber wohl niedrigere Potenzen von 1 — z enthalten darf.

In der Tat muß dieser Bruch zusammenfallen mit demjenigen, durch

dessen Abspaltung von dem Ausdruck
i

1-2 's- -i /U\ /— 7"

[v)u =0\V }n =

ein Bruch übrig bleibt, der im Nenner den Faktor (1 — z) in keiner

höheren Potenz als -- — 1 enthält.

Beachtet man demnach die Gleichung

ü\ 1

(t)F/„.o 1-.' ^1«)

die in § 2 aufgestellt ist, so findet man, daß man den gesuchten Bruch

in der Gestalt darstellen kann

2 y + 1

(1-^)'
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worin die Zahl G durch die Formel bestimmt wird

l^_ Fu = .{e,e )

Stellen wir den Ausdruck, zu dem wir gelangt sind, zusammen mit

den Ausführungen in § 3 und A, so können wir uns leicht überzeugen,

daß der Bruch
m. H. (a^t + ^2 + • • • + ^w~ '^^)*

bei geradem i sich dem Grenzwert nähert

wenn n unbegrenzt wächst.

Es ist noch zu beachten, daß das Integral

+ 00

kf-|/7

bei ungeradem i gleich Null ist, bei geradem i aber gleich der Zahl

]^^2 . 3 •
. • *

2^1.2.3.1'
2

und damit gelangen wir zu dem endgültigen Ergebnis:

Wenn die Zahl a durch die Gleichung (16) bestimmt ist, die Zahl G
aber durch Formel (23), so muß sein

+ 00

limes m. H.
/" ^i + ^. + • •_• + ^n

""" V _ JL ^^ i i'e-''-dt
n = co \ yn J Yn _y

sowohl bei ungeradem, wie bei geradem i, und folglich muß sich bei un-

begrenztem Anwachsen der Zahl n die Wahrscheinlichkeit^), daß die Un-
gleichheit erfüllt ist

tj^yCn < ^1 -f 0^2 H -}- x^~na < t^VGn,

wobei t^ und t^ beliebige gegebene Zahlen sind und t^> t^y dem Grenz-

wert nähern

1) Siehe Anhang I.

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 19
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1

und bezeichnen die Wahrscheinlichkeit der Gleichung

^1 + ^2 H 1 x^=m

mit dem Symbol F^^^ und führen die Funktion 0^ der wiUkürlichen
Zahl t ein, bestimmt durch die Summe

Wir verfahren genau wie im einfachen Fall und zerlegen P^^ in

die Summanden
a i-i Y

und führen die Reihe von Funktionen ein

k - 2Pmj'% k = 2'Kj'% • •
•

(28)

indem wir unter den Symbolen

a :i y

P P P

die Wahrscheinlichkeiten verstehen, daß eben dieselbe Gleichung er-

füUt ist

x^ + x^-j \. x^=m

mit der Nebenbedingung, die je nachdem ausgedrückt wird durch eine

der Gleichungen

Bei diesen Bezeichnungen kann man leicht entsprechend den Be-
dingungen der Frage, die Gleichungen aufstellen

^,71 -^m-a,n-\Pa,a'T -^m- a,n-l P(i,a 'T' ' '
'

ß a ß

und von ihnen übergehen zu den Gleichungen

kt-" = PajK-l+ Vß^a'^.-,^ Py^aK-l^- •
•

^«^"''==i>a,/y^.-i+i>,.,,.k-i + p,,,,i,_i + • •
• (29)

^J-' - Pa,y^n-1+ Pß,y'^n-1+ Py,y'^n-1+ " •

19*
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Aus den Gleichungen (29) folgt aber für alle Funktionen

und für

a (^ Y

^^ny ^ny ^*^n?

« /^ y

0=0-\-0-\-0A-

ein und dieselbe gleichartige Differenzengleichung, die wir sehr einfach

in symbolischer Form darstellen können

Pa^a t-^0 Pm^
Pa,ßy Pß,ß-^~^^y Py,ßy

Pa,yy Pß^V Py,y-t~'^y-
0"=O, (30)

wo nach Ausführung der angedeuteten Rechnungen an SteUe von

0n 0n + l ^n + 2 ...

ZU setzen ist

^ny ^n + iy ^n + 2y
••••

Durch diese Gleichung kann man aUe Funktionen

^o; ^u ^2y-'y ^ny"

als Koeffizienten in der Entwicklung einer gewissen rationalen Funktion

einer neuen Hilfsveränderlichen nach wachsenden' Potenzen von z be-

stimmen, deren Nenner bestimmt ist durch die Formel

i

F(t,,) =

Pa^a^-i'^y P(i,a^^ Py,a^y

Pa,ß^y Pß,ß^-i~^y Py^y

Pa,y^y Pß,y^y Py,y^-i~'y
(31)

Bevor wir zu weiterer Ausführung übergehen, ist unbedingt her-

vorzuheben, daß wir nur solche Ketten betrachten

^1? ^2? ' ' 'y ^ny ' ' 'y

bei denen das Auftreten einer der Zahlen

a, ß, y,
"'
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nicht das Auftreten der andern schließlicli unmöglich macht. Diese

wichtige Bedingung kann man auch mit Hilfe einer Determinante so aus-

drücken: die Determinante

mit den willkürlichen Elementen

ist kein Produkt mehrerer Determinanten derselben Art.

Diese Bedingung ist aber für unsere Zwecke nicht ausreichend und

wir müssen voraussetzen^), daß die von uns angegebene Determinante

nicht in bestimmter Art auf das Produkt verschiedener Determinanten

zurückkommt auch für

^^ -Pa,ay ^ ==i^/^,/^; ^ ^Py,yy " ''

Wie in dem speziellen Fall, so beziehen sich auch in dem allge-

meinen unsere Ausführungen auf die mathematische Hoffnung der Potenz

(x^i-x^-i \- x^^—na)%

wo wir die Zahl a durch die Bedingung bestimmen, daß für ^ = 1 diese

mathematische Hoffnung nicht mit n unbegrenzt wachsen kann.

Nachdem wir wie früher festgestellt haben, daß man die gesuchte

mathematische Hoffnung ausdrücken kann durch den Koeffizienten von jz^

bei der Entwicklung des Wertes der Ableitung

_^ ifie^ze^^]
du'[F{e'',ze-'''')\

nach wachsenden Potenzen von ^ für w = 0, bemerken wir, daß man

zur Übertragung der Schlüsse beim speziellen Fall auf den allgemeinen

Fall die Entwicklung der Funktion F{1 , s) in einfache Faktoren

i^(l,^) = + (l-«)(l-2/>5)(l-%^)---

betrachten müssen, und nachweisen, daß bei dieser Entwicklung der

Faktor 1 — ^ nur einmal auftritt und daß die Moduln der Zahlen

kleiner als Eins sind.

1) Man kann unsere Betrachtungen auck auf viele der von uns ausge-

schlossenen Fälle ausdehnen.
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Mit andern Worten, wir müssen uns dann überzeugen, daß Eins
eine einfache Wurzel ist von

Pa,(i^ P^i,ß~y, Py,ß,

Pa,y1 Pi-i^yy Py,Y V^
(32)

und daß die Moduln der übrigen Wurzeln

2/1. 2/2;
•• •

derselben Gleichung nicht kleiner als Eins sind.

Zum Nachweis, daß die Einheit eine einfache und keine vielfache

Wurzel der Gleichung (32) ist, kann der folgende Satz über die Deter-

minante dienen:

Wenn alle Elemente der Determinante

u,



Ausdehnung d. Sätze über d. Grenzwerte in d. Wahrscheinlichkeitsrechnung usw. 295

sich ausdrücken als ebensolche Determinanten von niedrigerer Ordnung;

diese Betrachtung gibt uns die Möglichkeit, schrittweise den Satz von

einer zweireihigen Determinante, für die er selbstverständlich ist, auf

eine dreireihige Determinante auszudehnen, von einer dreireihigen Deter-

minante auf eine vierreihige usw.

Aus dem hierdurch erwiesenen Satz folgt sogleich, daß unter den

von uns festgesetzten Bedingungen die Ableitung der linken Seite der

Gleichung (32) nach y nicht zu Null wird für 1/ = 1, da diese Ableitung

nach Muftiplikation mit + 1 in der Form einer Summe von Determi-

nanten darejestellt werden kann

y?

welche den Bedingungen des Satzes genügen und nicht aUe zu dem

äußersten Fall gehören.

Daher kann die Zahl Eins, die zufolge der Bedingungen

die Gleichung (32) erfüllen muß, keine vielfache Wurzel dieser Glei-

chung sein.

Wir wenden uns zu den anderen Wurzeln der Gleichung (32) und

nehmen an, daß ij eine beliebige von ihnen ist.

Zu dieser Zahl y kann man ein System von Zahlen bilden

^^ ß\ r, -y

das nicht aus Nullen allein besteht und das den Gleichungen genügt

f^'y=Pa,a^' + Paß' -^Pa^y? "1

ß'y = Pß^a^' + Pßß' + Pm^' + • •
•

Die Zahlen a\ /3', /, • • • können nicht alle einen und denselben Wert

haben, da bei der Annahme des Bestehens des vollständigen Gleichungs-

systems

a = ß = ^ = • • .
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aus den Gleichungen, denen diese Zahlen nach Voraussetzung genügen,
sofort folgt

Indem wir das beachten, setzen wir zuerst voraus, daß die Zahlen
a\ ß% y,... nicht denselben Modul haben. Bei dieser Voraussetzung wird
angesichts der von uns gesteUten Bedingungen sich unter den Gleichungen,
welchen die Zahlen a, ß\ /, . . . unterworfen sind, auch mindestens eine
befinden, in der auf der linken Seite als Faktor von y eine der Zahlen

auftritt mit dem größten Modul, auf der rechten Seite aber mit einem
von Null verschiedenen Koeffizienten auch eine solche von unseren
Zahlen

deren Modul nicht den genannten größten Wert erreicht. Hieraus folgt

sogleich

mody < 1,

da die Summe der Koeffizienten bei

^'. ß'> ?v •
•

auf der rechten Seite jeder der von uns aufgestellten Gleichungen gleich

Eins ist.

Wir gehen jetzt zu der Voraussetzung über, daß aUe Zahlen

^% ß\ /; • •
•

einen und denselben Modul haben.

Wir wissen nur, daß sie nicht alle einander gleich sind. Deswegen
kann ihre Gesamtheit in bezug auf die erste a in zwei Gruppen zerlegt

werden: in die Gruppe der Zahlen, welche gleich a sind und die Gruppe
der Zahlen, welche nicht gleich a sind, wobei die letzteren sich von a
durch die Größe des Argumentes unterscheiden.

Auf der andern Seite kann wegen der einen zugrunde liegenden

Bedingung die Gesamtheit der Summen

p^,,X + p,^,^y + p^i,yr + " '

nicht in zwei solche Gruppen zerfallen, daß von allen Zahlen

a, ß', /, . • •
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die Summe der ersten Gruppe mit von Null verschiedenen Koeffizienten

nur Zahlen gleich d enthält, die Summen der andern Gruppe nur solche

die von d verschieden ist.

Deswegen enthält eine dieser Summen ganz bestimmt mit von Null

verschiedenen Koeffizienten sowohl Zahlen, welche gleich d sind, wie

auch Zahlen, welche von d verschieden sind, daher muß ihr Modul
gleich dem Produkt des Moduls von y in den Modul von dy kleiner als

der Modul von d sein, da für Zahlen verschiedener Argumente der

Modul ihrer Summe kleiner ist als die Summe ihrer Moduln und nicht

gleich.

Hieraus folgt sofort die Ungleichheit

mod2/< 1,

die wir nachweisen mußten.

Nachdem auf diese Weise nachgewiesen ist, daß in der Zerlegung

der Funktion F{ly z) in einfache Faktoren

der Faktor 1 — s nur in der ersten Potenz auftritt und die Moduln der

Koeffizienten

kleiner als Eins ist, können wir alle übrigen Schlüsse, die wir in dem
Spezialfall zogen, unverändert auf den allgemeinen übertragen.

Wegen der vollständigen Identität wollen wir sie nicht wiederholen,

sondern nur den endgültigen Schluß angeben.

Wenn wir bei den von uns aufgestellten Bedingungen und Be-

zeichnungen die Zahlen a und G bestimmen durch die Gleichungen

F, = i{z,iy 2 F, = i{l,z)
' ^ ^

die weder zu unmöglichen noch zu unbestimmten Werten führen, so

muß sein

limes m. H. / ^. + x,+ ^+^,.- «aY^ j^ ^,4 r^^.,,^^

« = 00 \ yn ) ]/7t J
00

für eine beliebige ganze positive Zahl ^, und folglich muß bei unbe-

grenztem Anwachsen der Zahl n die Wahrscheinlichkeit, daß die Un-
gleichheiten erfüllt sind

i^ > (. ?2 < a'j -f ^2 -f-
• • • + ^.^^

— n a < t^ YCn,
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wobei t^ und t^ beliebig gegebene Zahlen sind, außerdem ^2 > ^i? sich

dem Grenzwert nähern

hP''
h

Hinsichtlich der Zahlen a und C ist auch zu bemerken, daß sie ent-

sprechend gleich sind den Grenzwerten

^ jj 5^^,+^H:_^^ und 2.m.H.^3-±i^^±^-±ik:r^«Y

/

wenn n unbegrenzt wächst.

Diese Bemerkung erlaubt, unsere Schlüsse auch auf solche Fälle

auszudehnen, wo die Zahlenreihe

^> ß,r,' '

nicht durch eine endliche Anzahl von Gliedern erschöpft ist.

Man kann unsere Ausführungen auch erweitern auf komplizierte

Ketten, in denen jede Zahl unmittelbar nicht nur mit einer, sondern mit

mehreren ihr vorausgehenden Zahlen verknüpft ist.



Anhang in.

Über verbundene Größen,

die keine eigentlichen Ketten bilden.

(Vorgelegt in der Sitzung der Mathematisch -Physikalischen Abteilung der

Kais. Russ. Akademie vom 19. Januar 1911.)

In dem Buch von H. BrunS: „Wahrscheinlichkeitsreclinung und

Kollektivmaßlehre" und in dem Aufsatz desselben Verfassers: „Das

Oruppenschema für zufällige Ereignisse" welcher sich in den „Abhand-

lungen der mathematisch -physikalischen Klasse der Königlich Sächsi-

schen Gesellschaft der Wissenschaften" vom Jahre 1906 (Band XXIX)

befindet^ werden wichtige Fälle abhängiger Proben betrachtet, die

nicht unter den von uns aufgestellten Begriff einer Kette von Proben

gehören, auf die man aber doch mit Erfolg die Methode der mathema-

tischen Hoffnungen anwenden kann.^)

In einer Kette von Proben, wie wir sie auffassen, sind alle Proben

miteinander verbunden, und die Unabhängigkeit einiger Proben er-

scheint nur bei der Aufstellung der Ergebnisse einer bekannten Zahl

vermittelnder Proben; bei den Fällen von Bruns aber erweisen sich

alle Proben, die hinreichend voneinander entfernt sind, als unabhängig,

wenn keine Ergebnisse von vermittelnden Proben aufgestellt sind; sind

aber solche Ergebnisse aufgestellt, so können im Gegenteil sie sich als

abhängig voneinander erweisen.

Zur Aufklärung des Tatbestandes betrachten wir vor allem einen

der einfachsten Fälle von Bruns.

§1.
Es möge die Zahlenreihe

mit einer Reihe unabhängiger Proben in der Weise verbunden sein,

daß Wj^ gleich 1 oder Null ist, je nachdem das Ereignis A bei der h^^"^

1) Siehe auch: H. Grünbaum, Isolierte und reine. Gruppen und die Marbe-

sche Zahl „^j". Würzburg 1904.
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Proben eintritt oder nicht; es sei die Wahrscheinlichkeit des Ereig-

nisses A bei jeder Probe gleich a^ und die Wahrscheinlichkeit des ent-

gegengesetzten Ereignisses B bezeichnen wir mit dem Buchstaben ß^
so daß

a-^ß = l.

Endlich sei

m = tv^w^^ + w^ii\ -\
f- w^w^^^.

Bei diesen Bedingungen und Bezeichnungen ist das Produkt

gleich 1 oder 0, je nachdem bei dem Probenpaar mit den Nummern

h und Tv -\- 1

die Kombination AA erscheint oder nicht-, die Zahl m aber, bestimmt

durch die hingeschriebene Summe, ist gleich der Kombination AA bei

allen Paaren von Proben

1 und 2, 2 und 3, 3 und 4, , , ., n und n + 1.

unsere Paare von Proben bilden eine Kette von Proben, bei denen

nur zwei aufeinanderfolgende Proben miteinander verbunden sind in

bezug auf die Kombination AA, denn die beiden Produkte

hängen voneinander nicht ab, wenn keine der folgenden Gleichungen

besteht

i = Je, i = h -\- 1, i -\- 1 = k.

_ f

Betrachtet man diese Reihe von Doppelproben und nennt die Kom-
bination AA das Ereignis JE, so soll uns jetzt die Bestimmung der

Wahrscheinlichkeit beschäftigen, daß bei einer gegebenen Anzahl von

Proben die Zahl der Ereignisse E, d. h. die Zahl der Kombinationen

AA innerhalb bekannter Grenzen liegt.

In der genannten Absicht führen wir eine Reihe von Bezeich-

nungen ein.

Erstens bezeichnen wir mit dem Symbol

die Wahrscheinlichkeit, daß bei n Proben das Ereignis E m-mal ein-

tritt. Ferner zerlegen wir diese Wahrscheinlichkeit in zwei und setzen

-^ m n m , ?i ' in , n
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und bezeichnen mit den Symbolen

P^ und Po

ebenfalls die Wabrscbeinlicbkeit, daß bei w Proben das Ereignis E
m-mal eintritt, aber mit einer Zusatzbedingung, welche für PJ;^^ aus-

gedrückt wird durch die Gleichung

und für P„^;„ durch die Gleichung

^„ + 1 = 0-

Wir können dann ohne Mühe die Gleichungen aufstellen:

die wir durch die folgenden darstellen

indem wir eine Hilfsvariable | einführen und ihre Funktionen

(ü(i)=^pi Ir w^=yP^ t"".

Hieraus können wir für die Funktion qp^ leicht eine lineare Diffe-

renzengleichung zweiter Ordnung einführen, die man in symbolischer

Gestalt so darstellen kann

ß> ß-9^
g>^ = 0-

und die mit Beseitigung der Symbole wird

9„ + 2 - («i + ß) 9'» + i + «^ (I - 1) qP„ = 0.

Dieser Gleichung entsprechend führen wir eine neue Hilfsveränder-

liche t ein und können die Formel aufstellen:

worin C und D definiert sind durch die Gleichungen
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Eine ähnliche Formel finden wir bei Bruns. Wendet man nun auf
den gegebenen Fall die Methode an, die von mir in den Aufsätzen „Unter-
suchung wichtiger Fälle abhängiger Proben" und „Ausdehnung der Sätze
über die Grenzwerte in der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf eine Summe
von Größen, die in einer Kette verbunden sind" (Anhang II), so ge-

langen wir zu dem Schluß, daß die Wahrscheinlichkeit der Ungleich-
heiten

t^y2hn< m — na^ <t^y2hn,

worin t^ und t^ beliebig gegebene Zahlen sind, l aber bestimmt wird
durch die Formel

sich einem Grenzwert nähern muß, der gleich ist

h
wenn n unbegrenzt wächst.

Wir bemerken, daß in dem gegebenen Fall einfache Rechnungen
ergeben

math. Hoff, {m - na^f = na^ (1 — a^)J^2(n — 1) a^ (1 - a)

= na^ß(l -j-3a)-2a^ß,

was sich auch bei Bruns vorfindet.

§2.

Um jetzt unseren Betrachtungen eine möglichst große Allgemein-

heit zu verleihen, ohne daß sie ihre offenbare Einfachheit verlieren,

nehmen wir an, daß wir eine unbegrenzte Zahlenreihe betrachten

•^1? ^2; ^3; • • -7 ^i) ^i + ii ' • 'f ^ky • •> ^«? • • •;

die, ohne eine eigentliche Kette zu bilden, doch nicht vollkommen un-

abhängige Größen darstellen, vielmehr in besonderer Weise verknüpft

sind; es sollen nämlich, wenn der Betrag der Differenz Je — i größer

ist als eine gewisse konstante Zahl c

X, und Xu
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im Sinne der Wahrscheinlichkeitsreclinung von einander unabiiängig sein,

wenn aber der Betrag der Differenz k — i die Zahl c niclit übertrifft, so

bangen
X. und x,^

voneinander ab.

Hinsicbtlich der Zablen

X^, X2, ' ' • y Xj^, . . .
f

X,^y ...

setzen wir voraus, daß ibre Quadrate nicbt beliebig groß sind, daß also

eine konstante Zabl L existiert, die der Ungleicbheit genügt

für alle möglichen Werte von x, wie groß auch die Zabl n sei.

Diese Annahme, welche zu einer beträchtlichen Vereinfachung der

Betrachtungen führt, wird zum Beispiel erfüllt, wenn die Summe

^1 + ^2 H y ^n

in bekannter Weise die Trefferzahl eines Ereignisses bei n Proben aus-

drückt.

Wir führen die folgenden Bezeichnungen ein:

^nJ

wie wir das machten in den Aufsätzen „Das Gesetz der großen Zahlen

und die Methode der kleinsten Quadrate" (Veröffentlichungen der Phys.-

Math. Gesellschaft an der Kasaner Universität", T. VIII) und „Unter-

suchung des allgemeinen Falles von Proben, die in einer Kette verbunden

sind" (Schriften der Kais. Russ. Ak. d. W. 1910).

Die mathematische Hoffnung der Summe

^1 + ^2 + • • • ^«

ist offenbar gleich Null; man kann sich leicht davon überzeugen, daß

der Bruch

n

eine endliche Zahl bleiben muß bei unbegrenztem Anwachsen der Zahl

n: man kann nämlich leicht die Ungleichheit aufstellen

m.
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Eine solche Ungleichheit reicht bekanntlich aus um auf den ge-
gebenen Fall das Gesetz der großen Zahlen ausdehnen zu können.

Was aber die weiteren Ausführungen betrifft, so setzen wir, um
möglichst zu vereinfachen, voraus, daß der Bruch

n

auch nicht beliebig klein werden kann.

m. H.
n

§3.

Unter diesen Voraussetzungen werden wir zeigen, daß der Bruch

__ m. HJ^, + ^2 + • •
• 4- ^.)"

tu

{m.H.2(^, +^, + ... + ^J2}T

sich dem Grenzwert nähern muß

+ 30

— 00

wenn n unbegrenzt wächst; hieraus aber entspringt der bekannte be-

stimmte Ausdruck für den Grenzwert der Wahrscheinlichkeit.

In der genannten Absicht bedienen wir uns wie gewöhnlich der

IsTewton sehen Formel, nach der wir haben

m. H. (^, -f ^2 + . .

. 4- ^J" = ^^Y . m. H. ^/^/ . . . ^/-0/^ • • • ^s%

dabei ist

und die Summation ^ ist zu erstrecken über alle möglichen Werte

<^, f, ' -• h j, ^, . . . 5

und

welche den Ungleichheiten genügen

e<f<'"<i<j<l<"^<s
y>0, d>0, ...A>0, ,a>0, i. > 0, . . . ö > 0,

»und auch der Gleichung

'y-\-ö-\--'--{-l~\-^-\-v-{-'''-\-6==m.
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Wir wenden uns jetzt zur mathematischen Hoffnung des Produkts

B'>^ zf . . . Z^-Z-^'ZJ . . . S"

und gruppieren in ihm als besondere Produkte alle die Faktoren, in

denen die Reihe aufeinander folgender Indizes Differenzen ergibt, welche

c nicht übertreffen; so vereinigen wir z. B. für

f-e£c
die Faktoren

z/ und 0j.^

in ein Produkt und für

j — i ^ c, Ic — j ^c

yereinigen wir zu einem Produkt die Faktoren

^A ^/' und ^/.

Diese Gruppierung der Faktoren in besondere Produkte, deren An-

zahl wir mit dem Buchstaben co bezeichnen, gibt uns die Möglichkeit

die mathematische Hoffnung des Produktes

z'^zJ . . .
0.^-0.^'z/ . . . z"

in Gestalt der Produkte von mathematischen Hoffnungen a unabhängiger

Größen, welche entweder einzelne von den Faktoren

sind, oder Produkte einiger Faktoren.

Wenn irgendeine der ca Größen zusammenfällt mit einer beson-

deren Zahl

wobei der entsprechende Exponent

7, d, . .., (?

gleich Eins ist, so wird seine mathematische Hoffnung gleich Null und

damit zugleich wird natürlich auch die mathematische Hoffnung des

ganzen Produktes gleich Null.

Streichen wir solche Produkte fort, so können wir uns bei allen

übrigen Produkten

^/^/ •
.

. ^/V'V • • •

'"

ohne große Mühe überzeugen, daß co nicht größer als ^ ist, und daß es

diesen Wert nur in solchen FäUen erreicht, wenn unsere os Faktoren

nichts anderes sind als die Quadrate der einzelnen Glieder der Reihe

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsreclmung. 20
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und Produkte von ihnen zu je zweien, die außerdem in der ersten Po-

tenz genommen sind.

Auf der anderen Seite kann man sich auch leicht davon überzeugen,

daß das Verhältnis der Anzahl der Produkte

0^0/ . . . z",

für welche co ein und denselben Wert hat, zu n^ unter unseren Be-

dingungen endlich bleiben muß und nicht unbegrenzt wachsen kann

mit n.

Wir brauchen deshalb bei der Betrachtung vom Grenzwert des Ver-

hältnisses

m
{m.H.2(^, + ^, + ... + ^J^}^

in der oben angegebenen Summe

^iVm. H. 3/s/ . . . ^/^/-s'/ . . . -^/

nur solche Glieder beizubehalten, für welche

m
« = -•

Bei ungeradem m treten solche Glieder nicht auf und deshalb

haben wir

li^es
'^H.fe+., + -- + gZL„ ^0 = 4-- K- "rdt.

n = oo "-hl'

Der Fall eines geraden m erfordert allerdings eine ausführliche

Untersuchung, zu deren Durchführung es nützlich' ist, neue Bezeich-

nungen einzuführen: wir setzen nämlich

m. H. z,^ = a. und m. H. 2^,.^,. = a,- ,•

für

i <i j ^i -\- c

.

Bei diesen Bezeichnungen kann man die Summe

^'N m. H. sjzf . . . ^/-^Z'V • • • ^f>

die nur über solche Glieder erstreckt ist, für welche » = ^ ist, durch

das Produkt darstellen

1-2-3-
m

2^
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wobei

O^g— e^c, h — g>c, O^i — h^c, Jc— i>Cj...0^s— r^c.

Beaciiteii wir aber, daß uns nur das Verhältnis dieser Summe zu

dem Ausdruck

{m.H.2(., + ., + ... + OM^
»l

interessiert, welches anwächst wie n^ , so können wir hier die Un-

gleichheiten

h — gy- Cj Je — i^ €, . . .

ausschließen, indem wir nur voraussetzen, um die mehrfache Wieder-

holung eines und desselben Produktes

ZU vermeiden, daß es in der Reihe der Differenzen

h — e, Je — h, . . .

aufeinander folgender Indizes

e, 7^, Je, ...,r

keine negative Zahlen gibt, und daß, wenn eine dieser Differenzen zu Null

wird, ihr in der Reihe der Differenzen der zweiten Indizes

i — g, l~i,...

eine positive Zahl entspricht.

Wir führen auf diese Weise in unsere Summe eine Reihe von Glie-

dern ein, für welche das Verhältnis ihrer Anzahl und folglich ihrer Summe
m

ZU. n^ den Grenzwert Null hat, wenn n unbegrenzt wächst.

Auf der anderen Seite haben wir

m. H. (^1 + ^2 + • . • + 0j = ^a,^,
wobei

0£Jc-i£c
und daher

m

{
m. H. (., + ., + ... + ,Jr =^ e ia,J (a,,,)" K,,)^ . . . («,,,)»

wobei

^"llrjlf! ... #!

|>0, ri>0, i>0,...,»>0, | + ,2 + J+. .. + * = -,

20*
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und die Summierung ^ zu erstrecken ist auf alle mögliclien Kombina-

tionen der Indizes

e, g, h, i, h, l,'...,r, s

ohne daß die einzelnen Produkte einige Male wiederholt werden; um
die Wiederholung einzelner Produkte zu vermeiden, müssen wir recht-

zeitig die oben angewandte Bedingung aufstellen, daß unter den Diffe-

renzen

h — ßy h — hj . . .

keine negativen Zahlen sind, und daß, wenn eine dieser Differenzen zu

Null wird, ihr in der Reihe der Differenzen

i- g,l-i, . . .

eine positive Zahl entspricht.

In der Summe aber

spielen die Hauptrolle die Glieder, in denen alle Indizes

gleich Eins sind, da das Verhältnis der Zahl] der übrigen Glieder zu
m

n^ sich der Null nähert, wenn n unbegrenzt wächst.

Man kann also in unserer Untersuchung den Ausdruck

m

ersetzen durch das Produkt

1 •2-3-.-^-^a a^ .a,^ ... a,T,,

worin die Indizes

e,h, h, . . ., r und g, i,l, . . ., s

den oben angegebenen Bedingungen genügen. Und da wir, den oben ge-

gebenen Erklärungen entsprechend,

m. H. (-3^1 + ^, + • • • 4- 0„r

ersetzen können durch das Produkt'

1 • 2 • 3 • • • wi x^
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worin die Indizes

e,h,l, . . .,r und g, i,l, . . ., s

denselben Bedingungen genügen^ so können wir unmittelbar die Formel

aufstellen

U--'^- 2"» 1.2...- V''

Hieraus aber geht bekanntlich der Schluß hervor, daß für beliebig

gegebene Zahlen t^ und t^ die Wahrscheinlichkeit der Ungleichheiten

t < ^i_+ ^8 H h 2^— «1 — gg a» ^^
y2'm.E.{x^--a^-fx^—a^-\ h^« — ««)'

sich dem Grenzwert nähern muß

wenn n unbegrenzt wächst.

§4.

Zum Schluß des Aufsatzes verweilen wir bei einer interessanten

Kombination des Bruns sehen Falles mit einer einfachen gleichartigen

Kette.'

Wir gelangen zu einer solchen Kombination, wenn wir, wie in § 1,

die Summe betrachten

w\w^ + w^w^ H + «^„«^„+i;

aber außerdem voraussetzen, daß die Zahlen

w^,w^, . .., w^, w^^^ ...

nicht unabhängig sind, sondern in eine Kette von solchem Typus ver-

bunden sind, wie er betrachtet wurde in dem Aufsatz „Untersuchung eines

bemerkenswerten Falles abhängiger Proben".

Dementsprechend hat die Wahrscheinlichkeit der Gleichung

für uns drei Werte

von denen der erste dem Fall entspricht, daß keine der Zahlen
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feststeht, der zweite dem Fall

und der dritte dem Fall

Die Zahlen

w,= 1

w, = 0.

P,Pi,Po

sind verbunden durch die bekannte Gleichung

P=PPi + (1 -p)Poy

um dieser zu genügen, setzen wir

p^=pJ\-dq, q^ = q-dq, PQ = p-dp, qo^q + ^P,

wobei
q=-l-p, q, = ^-p,, ^0 = 1-^0-

Führt man dieselben Bezeichnungen ein wie in § 1

p pi po
m^n^ m ,n^ rn,n >

so leiten sich daraus die Gleichungen ab

^m,n ^ Pl^ m-l,n-l + Po-^jn,n-l

^ni ,n
^^

^ll-^- m,n-l \ % ^m ,n-l>
ferner

und endlich

Die letzte Gleichung aber führt uns auf die Formel

1 + t<p, + f<P, + <Vs + • • = r-ipa + Jtt^Moi-Mdt^'
wobei

Ä = l, B=(p^-p^l-q^ = -p^q (I - 1) - d.

Wir müssen dann nur noch auf den Bruch

A-\-Bt

unsere Methode anwenden, was keine besonderen Schwierigkeiten be-

reitet.



über verbundene Größen, die keine eigentlichen Ketten bilden. 3J

1

Auf diese Weise gelangen wir in dem gegebenen Falle zu dem

Schluß^ daß die Wahrsdieinlichkeit der Ungleichheiten

sich dem Grenzwert nähern muß

wobei t^ und t^ zwei beliebige gegebene Zahlen sind, die Zahl l aber

bestimmt wird durch die Formel

oder, was ganz dasselbe ist, durch die Formel



Tabelle der Werte von 4- fe-'^at.

X 0123456789
0,00 0,00 0000 1128 2257 3385 4513 5642 6770 7899 9027 015 5 0,01

0,01 0,01 1283 2412 3540 4668 5796 6924 8053 9181 0309 1437 0,02

0,02 0,02 2565 3692 4820 5948 7076 8204 9331 0459 15 8 6" 2714 0,03

0,03 0,03 3841 4969 6096 7223 8350 9477 0604 1731 2858 3984 0,04

0,04 0,04 5111 6238 7364 8490 9617 0743 1869 2995 4121 5246 O"^
0,05 0,05 6372 7497 8623 9748 0873 1998 3123 4248 5373 6497 0,06

0,06 0,06 7622 8746 9870 0994 21 1 8 3241 4365 5488 6612 7735 0,07

0,07 0,07 8858 9981 1103 2226 3348 4470 5592 6714 7835 8957 0,08

0,08 0,09 0078 1199 232'Ö 3441 4561 5682 6802 7922 9042 0161 0,10

0,09 0,10 1281 2400 3519 4638 5756 6874 7993 9110 0228 1346 U,ll

0,10 0,11 2463 3580 4697 5813 6930 8046 9162 0277 1393 2508 0,12

0,11 0,12 3623 4738 5852 6966 8080 9194 0307 1420 2533 3646 0,13

0,12 0,13 4758 5870 6982 8094 9205 0316 1427 2537 3648 4758 0,14

0,13 0,14 5867 6976 8085 9194 0303 1411 2519 36 2 6 4733 5840 0,15

0,14 0,15 6947 8053 9159 0265 1370 2476 3580 4685 5789 6893 "ÖJe
0,15 0,16 7996 9099 0202 1304 2406 3508 4610 5711 6811 7912 0,17

0,16 0,17 9012 Olli 1211 2310 3408 4507 5605 6702 7799 8896 0,18

0,17 0,18 9992 1089 2184 3279 4374 5469 6563 7657 8750 9843 ,19

0,18 0,20 0936 2028 3120 4211 5302 6393 7483 8573 9662 0751 o"^
0,19 0,21 1840 2928 4016 5103 6190 7277 8363 9448 0533 TÖWÖJ^

0,20 0,22 2703 3787 4870 5953 7036 8118 9200 0281 1362 2442 0,23

0,21 0,23 3522 4601 5680 6759 7837 8915 9992 1069 2145 3221 0,24

0,22 0,24 4296 5371 6445 7519 8592 9665 0738 181'0 2881 3952 0,25

0,23 0,25 5023 6093 7162 8231 9300 0368 1435 2502 3569 4635 0,26

0,24 0,26 5700 6765 7829 8893 9957 1020 2082 3144 4205 5266 0,27

0,25 0,27 6326 7386 8445 9504 0562 1620 2677 3733 4789 5845 0,28

0,26 0,28 6900 7954 9008 0061 1114 2166 3218 4269 5319 6369 0,29

0,27 0,29 7418 8467 9515 0563 1610 2656 3702 4748 5792 6836 0,30

0,28 0,30 7880 8923 9965 1007 2049 3089 4129 5169 6208 7246 0,31

0,29 0,31 8283 9321 0357 1393 2428 3463 4497 5530 6563 7595 0,32

0,30 0,32 8627 9658 0688 1718 2747 3775 4803 5830 6857 7883 0,33

0,31 0,33 8908 9933 0957 1980 3003 4025 5047 6067 7088 810 7 0^
0,32 0,34 9126 0144 1162 2179 3195 4231 5226 6240 7253 8266 0,35

0,33 0,35 9279 0290 1301 2312 3321 4330 5338 6346 7353 8359 0,36

0,34 0,36 9365 0369 1374 2377 3380 4382 5383 6384 7384 8383 0,37

0,35 0,37 9382 0380 1377 2374 3370 4365 5359 6353 7346 8338 0,38

0,36 0,38 9330 0321 1311 2300 3289 4277 5264 6251 7237 8222 0,39

0,37 0,39 9206 0190 1173 2155 3136 4117 5097 6076 7055 8032 0,40

0,38 0,40 9009 9986 0961 1936 2910 3883 4856 5828 6799 7769 0,41

0,39 0,41 8739 9707 0676 1643 2609 3575 4540 5504 6468 7430 0,42



X
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Tabelle der Werte von -7= / e~'^'dt.
Vi

X 0123456789
0,40 0,42 8392 9354 0314 1274 2232 3190 4148 5104 6060 7015 0,43

0,41 0,43 7969 8922 9875 0827 1778 2728 3678 4626 5574 6521 0,44

0,42 0,44 7468 8413 9358 0302 1245 2187 3129 4069 5009 5948 0,45

0,43 0,45 6887 7824 8761 9697 0632 1566 2500 3432 4364 5295 0,46

0,44 0,46 6225 7154 8083 9011 9938 0864 1789 2713 3637 4560 0,47

0,45 0,47 5482 6403 7323 8243 9161 0079 0996 1912 2827 3742 0,48

0,46 0,48 4655 5568 6480 7391 8301 9211 0119 1027 1934 2840 0,49

0,47 0,49 3745 4649 5553 6455 7357 8258 9158 0057 0956 1853 0,50

0,48 0,50 2750 3645 4540 5434 6327 7220 8111 9002 9891 0780 0,51

0,49 0,51 1668 2555 3442 4327 5211 6095 6978 7860 8741 9621 0,51

0,50 0,52 0500 1378 2256 3132 4008 4883 5757 6630 7502 8373 0,52
0,51 0,52 9244 0113 0982 1849 2716 3582 4447 5311 6175 7037 0,53

0,52 0,53 7899 8759 9619 0478 1336 2193 3049 3904 4758 5612 0,54

0,53 0,54 6464 7316 8166 9016 9865 07 13 1560 2406 3251 4096 0,55

0,54 0,55 4939 5782 6623 7464 8304 9143 9981 0818 1654 2489 0,56

0,55 0,56 3323 4157 4989 5821 6651 7481 8310 9138 9965 0791 0,57

0,56 0,57 1616 2440 3263 4086 4907 5727 6547 7366 8183 9000 0,57
0,57 0,57 9816 0631 1445 2258 3070 3881 4691 5501 6309 7116 0,58

0,58 0,58 7923 8728 9533 0337 1140 1941 2742 3542 4341 5139 0,59

0,59 0,59 5936 6733 7528 8322 9116 9908 0700 1490 2280 3068 0,60

0,60 0,60 3856 4643 5429 6214 6998 7780 8563 9344 0124 0903 0,61

0,61 0,61 1681 2459 3235 4010 4785 5558 6331 7102 7873 8643 0,61
0,62 0,61 9411 0179 946 1712 2477 3241 4004 4766 5527 6287 0,62

0,63 0,62 7046 7805 8562 9318 0074 0828 1582 2334 3086 3836 0,63 !

0,64 0,63 4586 5334 6082 6829 7575 8320 9063 9806 0548 1289 0,64
|

0,65 0,64 2029 2768 3506 4244 4980 5715 6449 7183 7915 8646 0,64
|

0,66 0,64 9377 0106 0835 1562 2289 3014 3739 4463 5185 5907 0,65

0,67 0,65 6628 7347 8066 8784 9501 0217 0932 1646 2359 3071 0,66

0,68 0,66 3782 4492 5202 5910 6617 7323 8029 8733 9436 0139 0,67

0,69 0,67 0840 1541 2240 2939 3636 4333 5028 5723 6417 7109 0,67

0,70 0,67 7801 8492 9182 9871 0559 1245 1931 2616 3300 3983 0,68

0,71 0,68 4666 5347 6027 6706 7384 8061 8738 9413 0087 0761 0, 69
0,72 0,69 1433 2105 2775 3445 4113 4781 5447 6113 6778 7441 0,69
0,73 0,69 8104 8766 9427 0086 0745 1403 2060 2716 3371 4025 0,70

0,74 0,70 4678 5330 5981 6631 7281 7929 8576 9222 9868 0512 0,71

0,75 0,71 1156 1798 2440 3080 3720 4358 4996 5633 6268 6903 0,71
0,76 0,71 7537 8170 8801 9432 0062 0691 1319 1946 2572 3197 0,72

0,77 0,72 3822 4445 5067 5688 6309 6928 7546 8164 8780 9396 Ö^
0,78 0,73 0010 0624 1237 1848 2459 3069 3678 4286 4892 5498 0,73
0,79 0,73 6103 6707 7311 7913 8514 9114 9713 031 2 0909 1506 0,74

0,80 0,74 2101 2695 3289 3882 4473 5064 5654 6243 6830 7417 0,74
0,81 0,74 8003 8588 9172 9755 338 0919 1499 2078 2657 3234 0,75

0,82 0,75 3811 4386 4961 5535 6107 6679 7250 7820 8389 8957 0,75
0,83 0,75 9524 0090 0655 1219 1783 2345 2906 3467 4026 4585 0,76
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Tabelle der Werte von 77=^ I e ^dt.

X¥
X 0^123456789

0,90 0,79 6908 7410 7910 8410 8909 9407 9904 0400 0895 1389 0,80

0,91 0,80 1883 2375 2867 3358 3848 4336 4824 5312 5798 6283 0,80
0,92 0,80 6768 7251 7734 8216 8697 9177 9656 0134 0611 1088 0,81

0,93 0,81 1564 2038 2512 2985 3457 3928 4399 4868 5387 5804 0,81

0,94 0,81 6271 6737 7202 7666 8129 8592 9053 9514 9974 0433 0,82

0,95 0,82 0891 1348 1804 2260 2714 3168 3621 4073 4524 4974 0,82

0,96 0,82 5424 5872 6320 6767 7213 7658 8102 8545 8988 9429 0,82

0,97 0,82 9870 0310 0749 1188 1625 2062 2497 2932 3366 3799 0,83

0,98 0,83 4232 4663 5094 5523 5952 6380 6808 7234 7659 8084 0,83

0,99 0,83 8508 8931 9353 9775 0195 0615 1034 1452 1869 2285 0,84

1.00 0,84 2701 3115 3529 3942 4355 4766 5177 5586 5995 6403 0,84

1.01 0,84 6810 7217 7623 8027 8431 8834 9237 9638 0039 0439 0,85

1.02 0,85 0838 1236 1634 2030 2426 2821 3215 3609 iÖÖl 4393 Ö^
1.03 0,85 4784 5174 5564 5952 6340 6727 7113 7499 7883 8267 0,85

1.04 0,85 8650 9032 9414 9794 0174 0553 0931 1309 1685 2061 0,86

1.05 0,86 2436 2810 3184 3557 3928 4300 4670 5040 5408 5776 0,86

1.06 0,86 6144 6510 6876 7241 7605 7968 8331 8692 9054 9414 0,86

1.07 0,86 9773 0132 0490 0847 1204 1559 1914 2268 2622 2974 0,87

1.08 0,87 3326 3677 4028 4377 4726 5074 5421 5768 6114 6459 0,87

1.09 0,87 6803 7147 7489 7832 8173 8513 8853 9192 9531 9868 0,87

1.10 0,88 0205 0541 0877 1211 1545 1878 2211 2542 2873 3204 0,88

1.11 0,88 3533 3862 4190 4517 4844 5170 5495 5819 6143 6466 0,88

1.12 0,88 6788 7109 7430 7750 8070 8388 8706 9023 9340 9656 0,88

1.13 0,88 9971 0285 0599 0912 1224 1535 1846 2156 2466 2774 0,89

1.14 0,89 3082 3390 3696 4002 4307 4612 4916 5219 5521 5»23 0,89

1.15 0,89 6124 6424 6724 7023 7321 7619 7915 8212 8507 8802 0,89

1.16 0,89 9096 9390 9682 9975 0266 0557 084 7 1136 1425 1713 0,90

1.17 0,90 2000 2287 2573 2859 3143 3427 3711 3993 4275 4557 0,90

1.18 0,90 4837 5117 5397 5676 5954 6231 6508 6784 7059 7334 0,90

1.19 0,90 7608 7882 8155 8427 8698 8969 9239 9509 9778 0046 0,91

1.20 0,91 0314 0581 0847 1113 1378 1643 1907 217q 2432 2694 0,91

1.21 0,91 2956 3216 3476 3736 3994 4253 4510 4767 5023 5279 0,91

1.22 0,91 5534 5788 6042 6295 6548 6800 7051 7302 7552 7801 0,91

1.23 0,91 8050 8298 8546 8793 9039 9285 9530 9775 0019 0262 0,92

1.24 0,92 0505 0747 0989 1230 1470 1710 1949 2188 2426 2663 0,92

1.25 0,92 2900 3136 3372 3607 3841 4075 4309 4541 4773 5005 0,92

1.26 0,92 5236 5466 5696 5925 6154 6382 6609 6836 7063 7288 0,92

1.27 0,92 7514 7738 7962 8186 8409 8631 8853 9074 9295 9515 0,92

1.28 0,92 9734 9953 0172 0389 0607 0823 1040 1255 1470 1685 0,93

1.29 0,93 1899 2112 2325 2537 2749 2960 3171 3381 3590 37H9 0,93

1.30 0,93 4008 4216 4423 4630 4836 5042 5247 5452 5656 5860 0,93

1.31 0,93 6063 6266 6468 6669 6870 7071 7271 7470 7669 7867 0,93

1.32 0,93 8065 8262 8459 8656 8851 9047 9241 9435 9629 9822 0,93

1.33 0,94 0015 0207 0399 0590 0781 0971 1160 1349 1538 1726 0,94

1.34 0,94 1914 2101 2287 2473 2659 2844 3029 3213 3396 3580 0,94

1.35 0,94 3762 3944 4126 4307 4488 4668 4848 5027 5205 5384 0,94

1.36 0,94 5561 5739 5915 6092 6268 6443 6618 6792 6966 7139 0,94

1.37 0,94 7312 7485 7657 7828 7999 8170 8340 8510 8679 8848 0,94

1.38 0,94 9016 9184 9351 9518 9684 9850 0016 0181 0346 0510 0,95

1.39 0,95 0673 0837 0999 1162 1323 1485 1646 1806 1966 2126 0,95
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Sachregister.

(Angabe der wichtigsten Erklärungen, Sätze und Anwendungen.

Abkürzung: W = mathematische Wahrscheinlichkeit.)

LAPLACESches TheoremAdditionssatz 9, 11

Allerwahrscheinlichster Wert 28

Arithmetisches Mittel, wahrscheinlichster

Wert des 58

BAYEssche Formel 179

Beobachtuiigsfehler 202

J. Bernoullis Theorem 33, 43, 58, 83

Bertrands Aufgabe 142

BuFFONS Aufgabe 164, 167

BuNjAKowsKis Bachstabenaufgäbe 196

— Dreiecksaufgabe 173

Differenzengleichungen 122, 143, 301

DiRicHLETS Faktor 69

Divisionssatz 178

Ehrliches Spiel 89

Fehler, konstanter 202

— , mittlerer 217

— , wahrscheinlicher 217

Genueser Lotto 100

Gesetz der großen Zahlen G3 ff.

Gewicht einer Beobachtung 203

Gleichmögliche Fälle 2, 4

Grenzfälle von Ereignissen 149

Grenzwert d. W. 76

— , bei verketteten Größen 272 ff.

Hoffnung, mathematische (Definition) 45
— — , von Produkten 51

— — , von Summen 51

, bei stetigen Größen 157

Hypergeometrische Reihe 136

Hypothesen, W. von 179

Irreduzibilität eines Bruches 149

Kettenbruchentwicklungen 137, 267

3f.

Lebensversicherung 247 f.

Methode der kleinsten Quadrate für eine

Unbekannte 213

— für mehrere Unbekannte 230

Multiplikationssatz 12

Nadel im Dreieck 169

Newton sehe Formel für bestimmte Fol-

gen 27

Newton sehe Polynomialformel 77, 79

Pascal s Problem 108

PoissoNsches Theorem 63

Probe (Definition) 1

Rentenaufgaben 250, 257

Risiko 81

Rouches Aufgabe 142

Ruin des Spielers 116

Serienformel 22

Sterblichkeitstafeln 195

STiRLiNGSche Formol 125, 135

Tschebyscheffs Ungleichheit 56

Unabhängigkeitsaxiom 8

Unabhängige Ereignisse 16

— Proben 18

Uneigentlich verkettete Größen 299 ff.

Unvereinbare Ereignisse 2

Urnenschema 4

Vektorensumme 173

Verkettete Größen 272 ff.

Wahrscheinlichkeit (Definition) 3

Wahrscheinlichkeitsdichte 156

Wiederholung von Proben 135

Winkelmessung im Dreieck 240

Würfelaufgaben 46, 129

Zeugenaussagen 195



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin.

Ahrens, Dr. W., mathematische Unterhaltungen und Spiele.

2., vermehrte und verbesserte Auflage. In 2 Bänden.
I. Band. Mit 200 Figuren. [IX u. 400 S.] gr. 8. 1910. In Leinw. geb. M 7.50.

II. — [In Vorbereitung.]

Kleine Ausgabe: Mathematische Spiele. 2. yerbesserte Auflage. Mit einem
Titelbild und 77 Figuren. [VI u. 121 S.] 8. 1911. Geh. Ji 1.—, in Lein-
wand geb. Ji. 1 . 25.

Scherz und Ernst in der Mathematik. Geflügelte und un-

geflügelte Worte. [X u. 522 S.] gr. 8. 1904. In Leinw. geb. JC 8 .
—

Blaschke, Regierungsrat Dr. E., Professor an der Technischen Hoch-
schule zu Wien, Vorlesungen über mathematische Statistik.
Die Lehre von den statistischen Maßzahlen. Mit 17 Figuren und
5 Tafeln. [VIII u. 268 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. Ji. 7.40.

ßolza, Dr. O., ord. Professor der Mathematik an der Universität Chicago,
Vorlesungen über Variationsrechnung. Umgearbeitete stark

vermehrte deutsche Ausgabe der „Lectures on the Calculus of Va-
riations" desselben Verfassers. Mit 117 Figuren. [IX, 705 u. 10 S.

Anhang.] gr. 8. 1909. Geh. JC. 19.—, in Leinwand geb. Ji. 20.—

V. Bortkewitseh, Dr. L., Professor an der Universität Berlin, das Ge-
setz der kleinen Zahlen. [VII u. 52 S.] gr. 8. 1898. Geh. J^ 2.—

Broggi, Dr. Hugo, Prof. an den Universitäten Buenos Aires u. La Plata,

Versicherungsmathematik. Deutsche Ausgabe. [VIII u. 360 S.]

gr. 8. 1911. Geh. JC 7.— , in Leinwand geb. JC ^.—
Bruns, Geheimer Hofrat Dr. H., Professor an der Universität Leipzig,

Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. [IV u. 160 S.J

gr. 8. 1903. Geh. JC. 3.40, in Leinwand geb. JC. 4c.—
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre.

[VIII u. 310 S. u. Anhang 18 S.] gr. 8. 1906. Geh. JC 7.80,
in Leinwand geb. JC. 8.40.

Burkhardt, Dr. H., Professor an der Technischen Hochschule München,
Vorlesungen über die Elemente der Differential- und Inte-
gralrechnung und ihre Anwendung zur Beschreibung von
Naturerscheinungen. Mit 38 Figuren. [XII u. 252 S.] gr. 8. 1907.
In Leinwand geb. JC. 6.—

Cesäro, Dr. E., weil. Professor an der Königl. Universität Neapel, ele-
mentares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der
Infinitesimalrechnung. Mit zahlreichen Übungsbeispielen. Nach
einem Manuskript des Verfassers deutsch herausgegeben von Dr.
G. Kowalewski, Professor an der Technischen Hochschule in Prag.
Mit 97 Fig. [IV u. 894 S.] gr. 8. 1904. In Leinwand geb. JC 15.—

Czuber, Hofrat Dr. E., Professor an der Technischen Hochschule zu Wien,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler-
ausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. 2. Aufl. in 2 Bänden.
I.Band. Wahrscheinlichkeitstheorie. Fehlerausgleichung. Kollek-

tivmaßlehre. Mit 18 Figuren. [X u. 410 S.] gr. 8. 1908. In Leinwand
geb. M. 12.—

II. Mathematische Statistik, mathematische Grundlagen der
Lebensversicherung. [X u. 470 S.] gr. 8. 1910. J/. 14.—

Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung.
In 2 Bänden. 2., sorgfältig durchges. Auflage, gr. 8. In Leinw. geb.
LBand. Differentialrechnung. Mit 115 Fig. [XIV u. 560 S.] 1906. Ji.l2.—

II. Integralrechnung. Mit 87 Figuren. [VIII u. 532 S.] 1906. Ji.1^.—

die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und
ihrer Anwendungen. [VIII u. 279 S.] gr. 8. 1899. Geh. JC 8.—



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

V. Dantseher, Dr. "V., Professor an der Universität Graz, Vorlesungen
über die Weierstraßsche Theorie der irrationalen Zahlen.
[VI u. 79 S.] gr. 8. 1908. Geh. JL 2.80, in Leinw. geb. JL 3.40.

Dingeldey, Geheimer Hofrat Dr. Friedrich, Prof. an der Technischen
Hochschule zu Darmstadt, Sammlung von Aufgaben zur An-
wendung derDifferential- und Integralrechnung. In 2 Teilen,

gr. 8. In Leinwand geb.

I. Teil. AufgabenzurAnwendungderDifferentialrechnung. Mit 99 Fig.
[V u. 202 S.J 191Ü. Jl Q.—

II. — [In Vorbereitung.]

Dziobek, Dr. O., Professor an der Militärtechnischen Akademie und
Dozent an der Technischen Hochschule zu Charlottenburg, Vor-
lesungen über Differential- und Integralrechnung. Mit
150 Figuren. [X u. 648 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand geb. JC IQ.—

Genoeehi, Dr. Angelo, weil. Professor an der Universität Turin, Diffe-
rentialrechnung und Anfangsgründe der Integralrechnung.
Herausgegeben von Giuseppe Peano. Autorisierte deutsche Über-

setzung von Dr. G. Bohlmann in Berlin und A. Schepp, weil. Ober-

leutnant a. D. in Wiesbaden. Mit einem Vorwort von A. Mayer,
Professor an der Universität Leipzig. [VII u. 399 S.] gr. 8. 1899.

In Leinwand geb. JC. 12.

—

Helmert, Prof. Dr. F. R., Direktor des Kgl. Preußischen Geodätischen

Instituts und Zentralbureaus der internationalen Erdmessung, die
Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten
Quadrate. Mit Anwendungen auf die Geodäsie, die Physik und
die Theorie der Meßinstrumente. 2. Auflage. [XVIII u. 578 S.] gr. 8.

1907. In Leinwand geb. J^. 16.

—

Klein, Geh. Regierungsrat Dr. F., Professor an der Universität Göttingen,

autographierte Vorlesungshefte. 4. Geh.
über lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung. Vorlesung, ge-

halten im Sommersemester 1894. Ausgearbeitet von E.Ritter. Göttingen 1894. Neuer
unveränderter Abdruck. 1906. [IV u. 524 S.] Ji. 8.50.

Kowalevsrski, Dr. G., Professor an der Technischen Hochschule zu Prag,

Grundzüge der Differential- und Integralrechnung. Mit

31 Figuren. [VI u. 452 S.] gr. 8. 1909. In Leinwand geb. .ü. 12.—

die komplexen Veränderlichen und ihre, Funktionen.
Fortsetzung der Grundzüge der Differential- und Integralrechnung,

zugleich eine Einführung in die Funktionentheorie. Mit 124 Fig.

[IV u. 455 S.] gr. 8. 1911. Geh. JC 12.—, in Leinwand geb. .ii 13.—

Lüroth, Geh. Rat Dr. J., Professor an der Universität Freiburg i. B.,

Vorlesungen über numerisches Rechnen. [VI u. 194 S.] gr. 8.

1900. Geh. JC. 8.—

Manes, Dr. Alfred in Berlin, Versicherungswesen. [XII u. 468 S.]

gr. 8. 1905. Geh. JC 9.40, in Leinw. geb. JC. 10.—

Markoff, Dr. A. A., Prof. an der Universität St. Petersburg, Differenzen-
rechnung. Autorisierte deutsche Übersetzung von Th. Fries endorff
und E. Prümm. Mit Vorwort von R. Mehmke. [VI u. 194 S.J

gr. 8. 1896. Geh. JC 1 .—

Nielsen, Dr. Niels, Dozent der reinen Mathematik an der Universität

Kopenhagen, Lehrbuch der unendlichen Reihen. Vorlesungen,

gehalten an der Universität Kopenhagen. [VIII u, 287 S.] gr. 8.

i909. Geh. JC IL—, in Leinwand geb. JC 12.—



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

Pascals Repertorium der höheren Mathematik. Zweite, völlig um-
gearbeitete Auflage der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahl-

reicher Mathematiker herausgegeben von P. Epstein, Professor an
der Universität Straßburg i. E,, und H. E. Timerding, Professor an
der Technischen Hochschule Braunschweig. 2 Bände in 4 Teilen mit
zahlreichen Figuren, gr. 8. Geb.

I. Band: Analysis. Unter Mitwirkung von R. Fricke, Ph. Furtwängler, A. Guldberg,
H. Hahn, E. Jahnke, H. Jung, A. Loewy, E. Pascal, H. E. Timerdiug herausg.
von P. Epstein. I.Hälfte: Algebra, Differential- und Integral-
rechnung. [XVU.527S.] 1910. ^^.10.— [Die II. Hälfte folgt im Frühjahr 1912.]

II. — Geometrie. Unter Mitwirkung von L. Berzolari, R. Bonola, E. Ciani,
M. Dehn, F. Dingeldey, F.Enriques, G. Giraud, G. Guareschi, L. Heffter,
W. Jacobsthal, H. Liebmann, J. Mollerup, J. Neuberg, U. Perazzo, O. Staude,
E. Steinitz, H. Wieleitner und K. Zindler herausgegeben von H. E. Timer-
ding. I. Hälfte: Grundlagen und ebene Geometrie. [XVI u, 534 S.]

1910. Jt. 10.— [Die II. Hälfte folgt im Frühjahr 1912.]

Pascal, Ernst, Professor an der Universität zu Neapel, die Variations-
rechnung. Autorisierte deutsche Ausgabe von A. Schepp, weil.

Ingenieur und Oberleutnant a. D. zu Wiesbaden. [VI u. 146 S.] gr. 8.

1899. In Leinwand geb. JC. 3.60.

Pasch, Geheimer Hofrat Dr. M., Professor an der Universität Gießen,
Grundlagen der Analysis. Ausgearbeitet unter Mitwirkung von
Clemens Thaer. [VI u. 140 S.] gr. 8. 1909. Geh. JC. 3.60,
in Leinwand geb. JC 4.

—

Petit-Bois, G., Bergingenieur in Jose bei Herve (Belgien), Tafeln un-
bestimmter Integrale. [XII u. 154 S.] 4. 1906. Geh. JC 8.—

Pringsheim, Dr. Alfred, Professor an der Universität München, Vor-
lesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. (Elementare
Theorie der unendlichen Algorithmen und der analytischen Funk-
tionen einer komplexen Veränderlichen.) In 2 Bänden, gr. 8. In
Leinwand geb. I. Band: Zahlenlehre. IL Band: Funktionen-
lehre. [In Vorbereitung.]

Reichel, Geh. Regierungsrat Dr. Otto, Professor an der Kgl. Landw.
Hochschule zu Berlin, Vorstufen der höheren Analysis und
analytischen Geometrie. Mit 30 Figuren. [X u. 111 S.] gr. 8.

1904. In Leinwand geb. JC 2.40.

Schlesinger, Dr. Ludwig, Professor an der Universität Klausenburg,
Handbuch der Theorie der linearen Differentialglei-
chungen. In 2 Bänden, gr. 8. Geh. JC bO.— , in Halbfranz
geb. JC 56.—
I.Band. [XX u. 487 S.] 1895. Geh. Jl. 16.—, in Halbfranz geb. Jl 18.—

II. I. Teil. Mit Figuren. [XVIII u. 532 S.] 1897. Geh. M. 18.—, in Halb-
franz geb. Jt 20.—

IL II. Mit Figuren. [XIV u. 446 S.] 1898. Geh. M. 16. — , in Halb-
franz geb. Ji 18.

—

Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen. Mit
6 Figuren. [X u. 334 S.] gr. 8. 1908. Geh. JC 10.—, in Lein-
wand geb. JC 11.

—

Bericht über die Entwicklung der Theorie der linearen
Differentialgleichungen seit 1865, der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung erstattet. [IV u. 133 S.] gr. 8. 1909. Geh. JC 3.—

Schoenflies, Dr. A., Professor an der Universität Königsberg i.Pr., dieEnt-
wicklung derLehre von den Punktmannigfaltigkeiten. 2 Teile.

I.Teil. Mit Figuren. [VI u. 251 S.] gr. 8. 1900. Geh. J^. 8.—
II. Mit 2G Figuren. [X u. 4D1 S.] gr. 8. 1908. Geh. c/^. 12.—

Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung.



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

Sehwahn, Professor Dr. Paul, Direktor der Urania Berlin, mathe-
matische Theorie der astronomischen Finsternisse. Mit
20 Figuren. [VI u. 128 S.] 8. 1910. Steif geh. JC 3.20, in Lein-

wand geb. JL 3.60.

Seliwanoff, Dr. D., Professor an der Universität St. Petersburg, Lehr-
buch der Differenzenrechnung. [VI u. 92 S.] gr. 8. 1904. In

Leinwand geb. JC ^.—
Stolz, Dr. O., weil. Professor an der Universität Innsbruck, Grund-

züge der Differential- und Integralrechnung. In 3 Teilen,

gr. 8. Geh. JC 24.— , in Leinwand geb. oü 27.— Einzeln

jeder Teil geh. JC 8.— , in Leinwand geb. JC 9.

—

I.Teil. Eeelle Veränderliche undFunktionen. Mit 4 Fig. [Xu.460S.] 1893.

II. Komplexe Veränderliche und Funktionen. Mit 33 Figuren. [IX
u. 338 S.] 1896.

III. Die Lehre von denDoppelintegralen. Eine Ergänzung zum I. Teile

des Werkes. Mit 41 Figuren. [VIII u. 29G S.] 1899.

u. Dr. J. A. Gmeiner, Professor an der Universität Innsbruck, theo-
retische Arithmetik, gr. 8.

I.Abteilung. Allgemeines. Die Lehre von den rationalen Zahlen 2. Aufl.,

8. umgearbeitete Auflage der Abschnitte 1—4 des I. Teiles der Vor-
lesungen über allgemeine Arithmetik von 0. Stolz. Mit 8 Figuren,
[VI u. 148 S.] 1911. In Leinwand geb. Ji. 5.20.

II. Die Lehre von den reellen und von den komplexen
Zahlen. 2. umgearbeitete Auflage der Abschnitte 5—8, 10, 11 des

I., und 1, 2, 5 des IL Teiles der Vorlesungen über allgemeine Arithmetik
von 0. Stolz. Mit 19 Figuren. [XI u. S. 99—402.] 1902. Geh.

JCT .20, in Leinwand geb. Ji. 8.

—

Taschenbuch für Mathematiker und Physiker. Unter Mitwirkung
von zahlreichen Fachgenossen herausgegeben von F. Auerbach und
R. Rot he. II. Jahrgang. Mit einem Bildnis H. Minkowskis. [IX

u. 567 S.] 8. In Leinwand geb. JC 1 .—

Thiele, Dr. T. N., em. Professor der Astronomie an der Universität

Kopenhagen, Interpolationsrechnung. [XII u. 175 S.] 4. 1909.

Geh. JC 10.—

Wallenberg, Georg, Dozent an der Techn. Hochschule zu Charlottenburg,

Theorie der linearen Differenzengleichunge'n. Unter Mit-

wirkung von Prof. Dr. Alf Guldberg in Kristiania. Mit 5 Figuren.

[XIVu.288S.] gr. 8. 1911. Lieh. J^ lü.—, in Leinwand geb. c/^ 11.—

V. Weber, Dr. E., Prof. an der Universität Würzburg, Vorlesungen
über das Pfaffsche Problem und die Theorie der partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung. [XI u. 622 S.] gr. 8.

1900. In Leinwand geb. J^ 24. —

Weber, H., u. Dr. J. "Wellstein, Professoren an der Universität Straß-

burg 1. E., Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein

Handbuch für Lehrer u. Studierende. In 3 Bänden, gr. 8. In Leinw. geb.

I. Band. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber.
3. Auflage. Mit 40 Figuren. [XVIII u. 532 S.] 19U9. In Leinw. JI 10.—

n. — Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H.Weber, J. Wellstein
und W. Jacobsthal. 2. Auflage. Mit 251 Figuren. [XII u. 596 S.] 1907.

In Leinwand geb. JL 12.—
LEI. — Angewandte Elementar-Mathematik. 2. Aufl. L Teil: Mathe-

matische Physik. Mit einem Buch über Maxima und Minima von

H.Weber und J. Wellstein. Bearbeitet von R. H.Weber, Professor

in Rostock. Mit 254 Figuren. [XII u. 536 S.] 1910. Ji 12 - IL Teil:

Praktische Mathematik u. Astronomie. (Erscheint Anfang 1912.)
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